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Preficio

Os topicos relacionados as fungdes vetoriais que frequentemente sdo estu-
dados em cursos de Célculo Diferencial e Integral podem variar em diferentes
institui¢cdes de ensino superior. Além disso, as fung¢des vetoriais, principalmente
as fungoes vetoriais de uma varidvel, também sdo estudadas em cursos que in-
troduzem a Geometria Diferencial. Nos cursos de Calculo sua abordagem tem
como objetivo principal enunciar e praticar os Teoremas de Green, Gauss e Stokes.
Ja nos cursos de Geometria, um destaque maior é dado para as caracteristicas e
propriedades das curvas e superficies estudadas, tais como suas parametrizagdes
e ainda suas curvaturas. Este livro apresenta, na opinido dos autores, uma abor-
dagem do assunto que destaca a visualizacao e ilustragdo dos conceitos, a fim de
que o estudante consiga por meio da associagdo entre as defini¢des e suas repre-
sentagdes graficas, uma melhor compreensdo da teoria e, consequentemente, mais

autonomia para avangar nos estudos aplicados a matematica, fisica e engenharias.

Conteudo do Livro

No Capitulo 1 sdo definidas as fung¢des vetoriais, explorando por meio de
diversos exemplos o dominio, contradominio e a imagem, assim como a repre-
sentacdo grafica de fungdes vetoriais de uma varidvel. A interpretacdo geométrica
da derivada e a equagdo vetorial de uma reta em IR" sdo conceitos retomados a fim
de definir e explorar o conceito de reta tangente a imagem de uma fungéo vetorial.
O conceito de comprimento de arco é apresentado e, a partir dele, a diversidade
de parametriza¢bes para uma mesma curva € ilustrada por meio de exemplos.

No Capitulo 2, o contetido de derivadas parciais é revisado, pois no Capitulo
3 o mesmo é generalizado para apresentar o conceito de Derivada Direcional. No
Capitulo 4, ao definir integral de linha é feita a relacdo com o Célculo do trabalho
realizado por uma forga ndo constante, que atua sobre um corpo para deslocé-lo

ao longo de uma trajetoria ndo retilinea.



No Capitulo 5, sdo definidos os Campos de Vetores e também Divergente e
Rotacional do Campo. Um caso particular de Campos de Vetores, a saber, os Cam-
pos Conservativos, sdo estudados, relacionando sua defini¢do com a geometria e
comportamento do campo.

O Capitulo 6 prepara o leitor para introduzir o Teorema de Green. Relaciona-
se as integrais de linha com o cdlculo do escoamento e fluxo de um campo de
vetores ao longo de uma curva. O Teorema de Green apresentado no Capitulo
7 e simplifica os célculos de escoamento e fluxo no caso em que as curvas sdo
fechadas.

As parametrizagdes de superficies (fungdes vetoriais de duas varidveis) sdo
exploradas no Capitulo 8, com diversas ilustracdes a fim de facilitar o entendi-
mento desse conceito que é utilizado para generalizar o estudo realizado sobre o
escoamento e o fluxo ao longo de uma curva no Capitulo 6. Também sdo estu-
dadas as integrais de superficie e é apresentado como aplica¢cdo das mesmas, o
cdlculo de dreas de superficies.

O objetivo do Capitulo 9 é apresentar a generalizagdo dos conceitos introdu-
zidos no Capitulo 6, que sdo a densidade de rotagdo e de fluxo. No Capitulo 6, a
discussdo ocorre no caso bidimensional e, no Capitulo 9, tais ideias sdo apresenta-
das para o caso tridimensional. A geometria envolvida na discussdo realizada no
Capitulo 9 é essencial para que os Teoremas de Gauss (Capitulo 10) e Teorema de
Stokes (Capitulo 11) sejam compreendidos. A construcdo das equagdes enunci-
adas nos Teoremas é exemplificada com diversas ilustragdes, constituindo assim

um material diferenciado.

Principais Caracteristicas do Livro

O texto que compde esse livro surgiu a partir de notas de aula dos autores,
que ministram disciplinas que envolvem esse contetido ha cerca de 15 anos.
O primeiro autor é bacharel em Matemadtica Aplicada, mestre em Matematica
Pura e doutor em Engenharia Mecanica na drea de fendmenos de transporte. A
segunda autora é licenciada em Matematica, possui mestrado e doutorado em
Matematica Pura na drea de Geometria Diferencial. Ambos autores possuem a
preocupacdo de que exemplos e ilustra¢des acompanhem cada um dos novos
conceitos introduzidos, para que o leitor consiga acompanhar a técnica por meio
de diferentes representacdes, tanto algébricas quanto geométricas. A combinagao
entre a formacgdo dos autores permite uma visdo ampla, técnica e aplicada do
contetido.



Uma vez que a inspiragdo inicial foi compor um material destinado a estudan-
tes de diferentes cursos de ciéncias exatas e engenharias, buscou-se equilibrar o
formalismo e rigor matemaético que as defini¢des envolvidas possuem com apli-
cagOes fisicas. Para aqueles que desejam aprofundar a teoria (demonstragdes)
ou ainda a pratica (exercicios) recomenda-se buscar uma bibliografia auxiliar, de
acordo com os objetivos de cada um.

Para encaminhar sugestdes, os leitores podem contatar os autores por email
(andremeneghetti@furg.br e cinthyaschneider@furg.br) ou ainda por meio dos

canais do Youtube: @andremeneghetti e @cinthyameneghetti. Bons estudos!

André Meneghetti
Cinthya Maria Schneider Meneghetti



Capitulo 1

Func¢des Vetoriais

Uma fungdo é uma regra que associa elementos de um conjunto A e elementos
de um conjunto B. Por defini¢do, cada elemento de A deve ser associado a
somente um elemento de B. Fungdes reais sdo casos particulares de fungdes
vetoriais. Quando falamos em fungdes reais, subentende-se que A CRe B = R.
Em geral usa-se a seguinte notagdo: f : I C IR — R. O conjunto I é um subconjunto
de R e é o dominio da func¢do f. Lembre que R é o contradominio que contém
a imagem. Imagem é o conjunto formado por elementos do contradominio que

possuem correspondéncia com os elementos do dominio.
Exemplo 1.1. f: R — Rno qual f(t) = 2.
f®) A partir da Figura 1 obtemos:

e Dominio RR;

e Contradominio RR;

t e Imagem [0, c0).

Figura 1. Gréfico de f(t) = 2.
Exemplo 1.2. f: R — R no qual f(t) = sen(t).

A partir da Figura 2 obtemos:

/\ /\ W /\ e Dominio R;
\/ \A \/ \/t e Contradominio RR;

e Imagem [-1,1].

Figura 2. Gréfico de f(t) = sen(t).
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Exemplo 1.3. f: U (—g + kn,g + kn) C R — Rno qual f(t) = tan(t).
kez

£(t) A partir da Figura 3 obtemos:

I L, . Tt Tt .
V | / e Dominio U (_E + km, > + kn),
| / keZ
/ A l / e Contradominio RR;

e Imagem R.
Figura 3. Gréfico de f(t) = tan(t).

Exemplo1.4. f:R\{-1,1} CR — Rno qual f(t) = m
f(0)

A partir da Figura 4 obtemos:

e Dominio R\ {-1,1};

e Contradominio RR;

e Imagem (—co, —1] U (0, c0).

Figura 4. Gréfico de f.

Exemplo 1.5. f : (0,0] € R — Rno qual f(t) = In(f).

f®)

A partir da Figura 5 obtemos:

/ e Dominio (0, oo);
t

e Contradominio R;

e Imagem R.

Figura 5. Gréfico de f(t) = In(?).
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Exemplo 1.6. f : R — R no qual f() = ¢

A partir da Figura 6 obtemos:
f(#)

e Dominio R;

e Contradominio RR;

/ e Imagem (0, o).
t

Figura 6. Gréfico de f(t) = ¢'.

Fungdes vetoriais reais de m varidveis sdo fung¢des que possuem a forma
f:UcCR" - R"
no qual m,n € N. De modo geral,
floxn, x2,. o, xm) = (A, X2, - X)), fo(X1, X2, oo X)) fu(X1, X2, 0, X))

onde f1, fo,..., fn : U € R" — R. Vamos chamar de funcdo vetorial de uma

>
variavel real uma fungéo vetorial que possuim =1, ouseja, f : I CR — R",

FO = (A, fb),..., fut), (1.1)

onde fi, f5, ... f, sdo fungoes reais.

Exemplo 1.7. fﬁ: [0,271) € R — R? no qual f?t) = (cos(t), sen(t)).

Observacdo. Nesse texto vamos dar énfase para os casos em quen =2en = 3,

pois nestes casos € possivel visualizar a imagem das fungdes.

1.1 Dominio, imagem e contradominio

1 Dominio de uma fungao vetorial de uma variavel real. Uma funcéo vetorial
de uma varidvel real é um vetor no qual cada componente é uma fungao real.
Cada componente possui um dominio. O dominio que seréd atribuido a fungdo

vetorial deve ser a intersec¢do dos dominios das componentes.

12
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Exemplo 1.8. Considere a funcao f_): I € R — IR?* definida por f_ft) = (tz, M)
Qualquer valor real pode ser atribuido a componente 2, no entanto apenas valores
entre —1 e 1, inclusive, podem ser atribuidos a componente V1 - £2. Portanto o
maior intervalo que contempla valores para ambas as componentes é [-1,1].

>
Consequentemente este serd o dominio da fungéo f.

1= Contradominio de uma funcdo vetorial de uma variavel real. Seja f_)uma
funcdo vetorial de uma varidvel real, como definida na Equagdo 1.1. Observe que
fﬁ: I € R — R Isso significa que para cada valor atribuido a t a funcdo associa
um vetor de n dimensdes. Esses vetores necessitam de um espago de n dimensdes

para serem representados, ou seja, o contradominio é o espago IR".

1= Imagem de uma funcao vetorial de uma varidvel real. Como foi dito anteri-
ormente, a fungao fﬁz I € R — IR" associa a cada t € R um vetor de n dimensdes.
Ao percorrer todos os possiveis valores de t que o dominio permite, tem-se um
conjunto de pontos (ou vetores) em R". Esse conjunto serd a imagem da func¢do f_)
Para n > 2 a imagem de uma funcdo vetorial de uma varidvel real é sempre uma

curva. Em particular, se o contradominio for R?, esta curva é plana.

Exemplo 1.9. Seja fﬁ: R — R? no qual f?t) = (t,2t). O mapeamento desta fungdo
pode ser observado na Figura 7.

e Dominio: R;
e Contradominio: R?;

e Imagem: é a reta {(f, 2t)|t € R}.

Y

t x(t3

Figura 7. Mapeamento da funcéo vetorial f_ft) = (t,21).

13
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Exemplo 1.10. Seja f_): R — R? no qual f_ft) = (t,sen(t)). O mapeamento desta
funcdo pode ser observado na Figura 8.

e Dominio: R ;
e Contradominio: R?;

e Imagem: é a senoide {(t, sen(t))|t € R}.

Y

t x(t;)\

Figura 8. Mapeamento da funcédo vetorial f?t) = (t,sen(t)).
Exemplo 1.11. Seja f_): R — R? no qual f_ft) = (sen(t),t). O mapeamento desta
funcdo pode ser observado na Figura 9.
e Dominio: R ;
e Contradominio: R? ;

e Imagem: é a senoide {(sen(t), )|t € R} .

t x(t3

Figura 9. Mapeamento da funcdo vetorial f?t) = (sen(t), t).

14
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Exemplo 1.12. Seja f_): R — R®no qual f_ft) = (t,t,t). O mapeamento desta funcao
pode ser observado na Figura 10.

e Dominio: R ;
e Contradominio: R?;

e Imagem: é areta {(t,¢, )|t € R} .

Sy

y(t)

Figura 10. Mapeamento da fungdo vetorial f_zt) = (t,t,1).

Exemplo 1.13. Seja fﬂ: R — R? no qual f?t) = (cos(t),sen(t)). O mapeamento
desta fungado pode ser observado na Figura 11.

e Dominio: R;
e Contradominio: R?;

e Imagem: é circulo {(cos(t), sen(t))|t € R} .

—

f(t) = (cos(t),sen(t))

Figura 11. Mapeamento da func¢éo vetorial f?t) = (cos(t), sen(t)).

15



TOPICOS DE CALCULO VETORIAL

Exemplo 1.14. Seja f_): R — R® no qual f_zt) = (sen(t), cos(t), t). O mapeamento
desta fungado pode ser observado na Figura 12.

e Dominio: R ;
e Contradominio: R?;

e Imagem: é a hélice {(sen(t), cos(t), t)|t € R}.

—

£18) = (cos(t) sen(t), )  —

Sy

y(t)
Figura 12. Mapeamento da funcédo vetorial f?t) = (sen(t), cos(t), t).
As duas primeiras coordenadas fazem o ponto girar, enquanto a terceira faz o

ponto subir gerando, entdo, a hélice. Ao multiplicar o argumento ¢ por um

escalar, temos que a hélice possui um passo menor e gira mais rapido.

1.2 Funcgdes vetoriais de uma variavel real

Definicao 1.1. Seja fﬁdefinida em 1.1. Definimos, respectivamente, limite,

derivada, integral e integral definida de uma fungao vetorial de uma varia-

vel real.
tim £(0) 1= (lim £, lim f(0),....,lim /(9 (1.2)
d > d d d
Zfley = 200, Efz(t)p--,afn(t)) (1.3)

f flbydt = f fi()dt, f fa(bdt, ..., f fn(t)) (1.4)
fa b Fltydt = f b fi(t)dt, f b f(t)dt, ..., f b fn(t)) (1.5)

16
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1= Propriedades de limites. Sejam f_,) ¢ fung¢des vetoriais e « um escalar. Supondo

que %H{l f?t) e %mtn &(t) existam. Entdo as seguintes propriedades sdo verdadeiras:
i) im(af(H) = alim f(t);
t—ty t—tg
if) Him(f(6) + £(1)) = lim £(8) + lim 3(@);
—lo —to —lo

iii) hm( f(t) g1) = 11m f(t) 11m ().

5
= Propriedades de derivadas e integrais. Sejam f, § fungdes vetoriais e @ um
escalar. As seguintes propriedades sdo verdadeiras.

1>imﬁm:a%ﬂm

ii) —(f(t)+g(t) f(t)+ tg(t)
i) f (af(h)dt = a f fdt
iv) f (F(H) + gb)dt = f Fhdt + f J(hdt;

= Férmula vetorial da derivada. Pela maneira que definimos em 1.3 temos

d - d d d
/0= (afl(f)r 50, afn(f)) :

Usando a defini¢do de derivada de fungdes reais, e aplicando propriedades de

vetores e limites, reescrevemos da seguinte maneira:

ﬂﬂ_( ﬁ<+m 10 ”jmﬁﬁ+m—ﬁ®):
h—0 h
, @ﬁ+m—ﬁwa+m—ﬁwpwﬁa+m—ﬂm)
= lim 7 =
(A, S+ R, fu+ 1) = (A, SO, fuld)
= Jim 7 '

Portanto,

d > . f(t+h})l—f(t). (16)

/@ = im

17
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1.3 Interpretacdao geomeétrica da derivada

Seja f_): I € R — R® Quando variamos t (variavel independente) a imagem
de f?t) = (fi(t), fo(t), f(t)) é uma curva em R®. Considerando f, € I fixo, pense nos
vetores f?to) e f?to + h). Como ilustra a Figura 13.

VI~ N
. o flto+ 1) = flto)
to _‘(tO)
i — t: - |
Dominio. Flto + 1)
40

Figura 13. Representagdo geométrica de fﬁ

Nesta representacdo também é ilustrado o vetor diferenga entre f_zto +h)e f_fto),
ou simplesmente o vetor fzto +h) - fzto). E bastante intuitivo que quando & — 0
o vetor f?to + h) — f?to) tende a ficar tangente a curva C. O moédulo do vetor
f_(>t0 +h) — f_fto) tende a zero, no entanto a derivada

Flto + 1) = fto)
h

(o) = lim

f ( O) h—0

é um vetor paralelo e seu médulo em geral é diferente de zero, conforme a Figura
14.

— —

h—0

y(t)

()

Figura 14. Representacgdo apds h — 0.

Ou seja, o vetor derivada

Flto + 1) = f(to)
h

é tangente a curva C (que é a imagem de f3 em f?to).

f'(to) = %113(}

18
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Exemplo 1.15. Seja f_): R — R? no qual f_zt) = (3cos(t), sen(t)). Entao, j?’(t) =
(—3sen(t), cos(t)).

m Quando t =0, f_fO) =(3,0)e J?' 0) =(0,1).

571 V2 2\ s (5w V2 V2
[ 2 = 5—7-[ —_— = —_)— —— /| — = _— -
Quando ¢t 4,(4) (32, 2)ef(4) (32,2.Asrepre
sentagdes geométricas podem ser observadas na Figura 15.

—

f(t) = (cos(t),sen(t))

- f(0)
7o X

S —
}L ﬂ 7 (5
D 1@

4

Figura 15. Representagdo geométrica.

1.4 Equacao vetorial de uma reta no espaco n-dimensional

Para determinar a equacgdo vetorial de uma reta em IR", é preciso conhecer:

. . , o~ . .« . g

i) um ponto em IR"” no qual a reta passa, isto é, um vetor posic¢do inicial Py;
ii) conhecer um vetor 7 € R" que seja paralelo a reta.

Com estas informagdes, basta que a partir do vetor posic¢do inicial Py, percorra-se
a reta na direcdo do vetor v. Chamando a reta de 7, essa equagéo pode ser obtida
conforme a Equagédo 1.7.

At) = Py + 10 (1.7)

Geometricamente, a Equagao 1.7 pode ser representada pela Figura 16.

A
. Imagem de 7

F(t) = Py + ¥

IS
>

Figura 16. Esbo¢o de uma reta no espaco R".
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Exemplo 1.16. Determine a reta 7{t) que passa pelo ponto Py=(1,2)eé paralela

ao vetor 7 = (1,1). Conforme a equacio 1.7, #(t) = P, + t7 e portanto

) = (1,2) + (1, 1),
Outra maneira de apresentar a solugéo:
) =0 +t2+1t).

Esta equacdo pode ser representada geometricamente, conforme a Figura 17.

r(t) = (1,2) + t(1,1)

I ' :

1 x(t)

Figura 17. Esbogo de uma reta no espaco R".

Exemplo 1.17. Determine a reta #{t) que passa pelo ponto Py=(1,1,1)eé paralela

1

ao vetor 7 = (0, 3,0). Conforme a equacio 1.7, i{t) = ﬁo + tU e portanto

ﬁﬂ:@LD+KQé®.

Outra maneira de apresentar a solugéo:

ﬂﬂ:ﬂﬂ+éﬂy

Esta equacdo pode ser representada geometricamente, conforme a Figura 18.

7(t) = (1,1,1) + ¢ (0, 1,0)

Figura 18. Esbogo de uma reta no espaco R".
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1.5 Reta tangente a imagem de uma funcao vetorial

Considere a fungao vetorial da Equagdo 1.1, isto é,
f(t) = (fl(t)/fZ(t)/ cee /fn(t))
Sabemos que sua imagem € uma curva no espago R". Se Py é um ponto sobre a
curva, digamos f?to) = P_f), entdo o vetor 7 = f7(t0) é um vetor tangente a curva no

ponto fzto), conforme ilustra a Figura 19.

—

2(t)4 f@) = (H1(); fo(1), f5(1))

Figura 19. Reta tangente a imagem de uma funcéo.

Assim, se quisermos determinar a equacdo da reta #{t) tangente a imagem de f?t),

no ponto 170 = f(ty), devemos aplicar a férmula 1.7, isto é, 7(t) = 170 + t7. Assim,
obtemos a Equacgéo 1.8.

At) = flto) + tF (ko) (1.8)

Exemplo 1.18. Seja f : R — RR? definida por f(t) = (¢, #2). Determine a equagéo da
reta 7{t) que é tangente a imagem de f_ft) que passa pelo ponto (2, 4).

Resolugao: O esbogo geométrico pode ser visualizado na Figura 20.
O ponto (2,4) é obtido quando t = 2, isto &, f_zZ) =(2,29)=(2,4) = PB. Logo,
Ab) = Py + 17 = 7b) = f(2) + tF(2).
Para determinar f’(2) primeiro determinamos j?’ (t), que é dado por
FH) = £ = (1,20,

Portanto, j?’ (2) =(1,2(2)) = (1,4) e, consequentemente,

At) = (2,4) + t(1,4).
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Figura 20. Reta tangente a f_ft) = (t,t*) em (2,4).

Exemplo 1.19. Seja fﬁz R — R? definida por f?t) = (cos(t), sen(t)). Determine a
equacdo da reta #{t) que é tangente & imagem de fzt) que passa pelo ponto f?%)
Resolugao: O esbogo geométrico pode ser visualizado na Figura 21.

ty(t)

A
=y
YanS
~
S~—
Il
&Hl

(2) +tF (%)

NPA

Figura 21. Reta tangente a f_(t) = (cos(t), sen(t)) em f_(>§)

Queremos determinar #f) = P, + 7, ou seja, 1{t) = f_)(g) +t f)’ (%) O ponto
fﬁ(g) = (COS( ) sen(g ) = (0,1) = PO Além disso, para determinar f' (%)
primeiro determmamo ), que é dado por

f’ (t) = (cos(t), sen(t))" = (—sen(t), cos(t)).
Portanto, f’ (%) = (—sen(%),cos(3)) = (-1,0) e

At) = (0,1) + (=1, 0).
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Exemplo 1.20. Seja f_): [0,00) ¢ R — RR? definida por f_ft) = (tcos(t), tsen(t)).
Determine a equacdo vetorial da reta {f) que é tangente a imagem de f?t) no
ponto (0, —77”)

Resolugao: O esbogo geométrico pode ser visualizado na Figura 22.

y(t) = tsen(t)s

/_\ x(t) = tcos(t)
L7

—_>—

) = F () +47 (%)
Figura 22. Reta tangente a f_ft) = (tcos(t), t sen(f)) em (O, —77”)

O ponto (0, - %) é obtido quando escolhemos ¢ = Z&, isso €,
A%)=(Feos(5) 7 on(5))=(0-F) =P

At) = Py + 17 = 7(t) = fﬁ(%n) + tf7(77n).

Logo,

Para determinar f7 (77”) primeiro determinamos f_’)(t), que é dado por
f7(t) = (tcos(t), tsen(t)) = (—tsen(t) + cos(t), t cos(t) + sen(t)).

Portanto,

) ) on(3) B ()
E3)- )

At) = (o, —77”) ; t(%” —1).

e consequentemente
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Exemplo 1.21. Seja f_): [0,00) ¢ R — R3 definida por f_ft) = (cos(t), sen(t), t).
Determine a equacdo vetorial da reta {f) que é tangente a imagem de f?t) no
ponto (1,0, 4m).

Resolugao: O esbogo geométrico pode ser visualizado na Figura 23.

tl\

7(t) = f (4m) + ¢ (4r)

/T sen(t)

cos(t)

Figura 23. Reta tangente a f?t) = (cos(t), sen(t), t) em (1,0, 4m).

O ponto (1,0, 4m) é obtido quando escolhemos t = 4, isso &,
fﬁ(4n) = (cos (4m),sen (4m),4m) = (1,0,4m).

Logo,

At) = Py + 17 = At) = f (4n) + tf (47).
Para determinar f7 (4m) primeiro determinamos f7(t), que é dado por

F(t) = (cos(t), sen(t), t)’ = (—sen(t), cos(t), 1).

Portanto,
f7 (4m) = (—sen(4m),cos(4n),1) =(0,1,1)

e consequentemente
At) = (1,0,47) + +(0,1,1).
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1.6 Comprimento de arco

Considere a fungéo vetorial fa: [0,671] — RR® definida por f?t) = (cos(t), sen(t), t).

A imagem dessa fungdo é uma hélice, conforme podemos ver na Figura 24.
t A

G sen(t)

cos(t)

Figura 24. Imagem da fungdo f_)

Como podemos determinar o comprimento do arco da hélice? Antes de apresentar
a férmula que calcula esse comprimento de arco vamos dar uma ideia de como
a formula surge. Para ficar mais f4cil de entender, vamos pensar no caso em que
fﬁ: [4,b] € R — R? definida por f_ft) = (x(f), y(t)). Considere t; € [a,b] ety <t <D.
Definimos s : [a,b] — R no qual se t* € [a,b] entdo s(t*) é o comprimento de arco

que comeca em f(a) e vai até f('). Além disso, definimos:
i) At =t—t
ii) Ax(t) = x(t) — x(to)
iii) Ay(t) = y(t) — y(to)

iv) As(t) = s(t) — s(to)

Observe a Figura 25.
A
y(t)
y(to).."
ot ~
© b 2(to) @(0) ”

Figura 25. [lustracdo do As.
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Vamos tentar calcular o segmento de arco As(t) = s(t) —s(ty). Pense que t, esta

tixo. Observe se t estd proximo a ty, entdo
As(t)* = Ax(t)* + Ay(t)?

Além disso, dividindo ambos os lados por At?
As()\' [ Ax())’ L (A 2 _
At ) T\ At At

2 2
As(t) ~ \/(Az(:)) + (AZ?)) At

Portanto ja sabemos aproximar cada arco As(t). Ao denominar por L o compri-

mento total do arco, temos que L pode ser aproximado por

2
L~ ZAS(t) = Z \/ Ax(t)) Ay it)) At.

A Figura 26 ilustra que a aproximagao ndo deve ser muito boa se houver poucos

termos.

Cada segmento.

Y

Figura 26. Aproximagdo de L por uma soma com poucos termos.

Para melhorar a aproximag¢do aumentamos o ntiimero de parti¢des. Por exemplo,

com a soma de 20 termos obtemos

2
- ZAS(”NZ (Ax(t)) (AZY))N

que pode ser melhor entendido com a ajuda da Figura 27.
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Cada segmento.

~

Y

Figura 27. Aproximacdo de L por uma soma com maior quantidade de termos.

Usando a teoria de integrais, aumentamos as parti¢des (1 — o0) e, consequente-
mente, obtemos a igualdade.

et 550

Além disso, teremos variac¢Oes infinitesimais e soma infinita de varia¢des infini-

tesimais. A notagdo apropriada, neste caso, decorre da definicdo de integrais,

f \/ dx(t))’ o (I (t)) it (1.9)

1= Generalizacdo. Se f : [2,b] — IR" aideia de construgdo é a mesma. No entanto,

conforme a Equagédo 1.9.

como teremos uma curva em IR” calcula-se As(t) usando a nocdo de distancia
entre dois pontos. Prosseguindo de forma equivalente, mas agora utilizando
fzt) = (x1(t), x2(t), . . ., x4(t)), teremos a Equagdo 1.10.

dxi (1)’ dxz(t) :
f \/ it ) *

Se observarmos que

dx,(t)
+( = ) dt (1.10)

THOESHOBAO

_ (dx1(t) dxo(t) dx, ()| (dxi(t) dxo(t) dx,(t)
a7 ar o Tar ) \Tar a7 ar

_(da®Y | (o) d,(£))”
() (5 - ()
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podemos concluir que,

2 2 2
IF @l = \/(d";t(”) +(dxdzt(”) +--.+(dx5f)).

Podemos reescrever 1.10, conforme a Equacado 1.11.

b
L= [ 17w (1.11)

Exemplo 1.22. Determine o comprimento de arco da hélice gerada por

f?t) = (cos(t), t, sen(t))
parat € [0, 5m].

Resolugao: Aplicando a féomula 1.11

b
L= f I olt

B 2 2 2
= f \/(% cos(t)) +(%t) +(% sen(t)) dt
0
= f ' \/(— sen(t))” + (1)* + (cos(t))dt
0

571
= V24t
0
=5n \5

Note que o comprimento do segmento de hélice de f?O) até fzt) és = 2t, obtido
des = fot V2dt. Podemos reparametrizar a curva da forma:

(ol ol

de modo que

IFEI=1VseR

Quando isso acontece, dizemos que a curva f estd parametrizada por compri-
mento de arco (veremos isso na sec¢do 1.7).
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Exemplo 1.23. Mostre que um circulo de raio r possui perimetro 27r.

Resolucdo: Observe que

fzt) = (r cos(t), r sen(t))

para t € [0,27] é uma possivel parametrizagdo para o circulo. Entdo seu compri-

mento de arco, por 1.11, dese ser:

b
L= f Mo

270 2 2
:f(; \/(%rcos(t)) +(%rsen(t)) dt

27T
= f \/(—r sen(t))? + (r cos(t))’dt
0

270
- f V72 (sen(t)? + cos(t)2)dt
0

271
= f rdt
0

r(2mt — 0)

= 27r.

1.7 Parametrizacdes

Uma parametrizac¢do da curva C é uma funcdo vetorial no qual a imagem desta
fungdo coincide com a curva. Para exemplificar, suponhamos que a curva C seja

uma circunferéncia de raio 1 e centro (0, 0), conforme ilustrado na Figura 28.

f(t) = (cos(t),sen(t))
$y(t) =sen(t)

Imagem
/\ x(t);: cos(t)
L/

Figura 28. Circunferéncia C de raio 1.
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Vimos que a imagem da fungdo f_): [0,271) ¢ R — R? por f_ft) = (cos(t), sen(t))

N
coincide com C. Logo f é uma parametrizacdo da curva C.

Observacao. A parametrizagdo nunca é tnica. Neste exemplo, qualquer func¢do
Z.(t) = (cos(at), sen(at)) com t € [0, 27”) e para todo a € R\{0} também é parametri-
zagdo da curva C.

Observacao. Diferencas entre parametrizagdes.

Sejam fﬁz [0,2] = R no qual f?t) = (cos(t),sen(t)) e ¢ : [0,%] = R* no qual
() = (cos(2t),sen(2t)). As fungdes fﬁe ¢ sdo parametrizagdes de uma mesma
curva. Observe a Figura 29 para melhor compreender o que ocorre ao variar ¢

entre(Q e %

A A

—

f(t) = ((‘,Os(t)./sen(t)) g(t) = (Cos(Zl,),scn(Qt))

LN

1 >

Y

—_

0

Dominio

EENIE
~

Figura 29. As curvas sdo “desenhadas com velocidades distintas”.
5
No dominio foi percorrida uma distancia de 7. A curva gerada pelaimagem de f
também possui esse comprimento, mas a imagem de ¢'é maior, mais precisamente

de comprimento .

15 Parametrizacao pelo comprimento de arco. Seja C uma curva no espago R" e
f_): I € R — R" uma parametrizacdo de C (Isso é, Im fﬁz C). Se ao variar uma
distancia d no dominio a fungdo fégerar uma curva de comprimento 4 na imagem,
entdo dizemos que fﬁé uma parametrizacdo por comprimento de arco da curva
C. A Figura 30 ilustra o processo de parametrizacdo.
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f Comprimento d.

Y

Y

Comprimento d.

Figura 30. Curva do dominio (que é um segmento de reta) e a curva da imagem
possuem 0 mesmo comprimento.
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Capitulo 2

Derivadas parciais

Sejam A C IR?> um conjunto aberto e f : A — R. Por defini¢do, a derivada
parcial com relagdo a varidvel x e a derivada parcial com relacdo a varidvel y sdo,

respectivamente, apresentadas pela Equagédo 2.1 e pela Equacéo 2.2.

8 h/ - 7

a_fz(x,y):m}f(x+ y}z fey) 2.1)
Jf o fy+h) - fxy)

@(x, y) = lim p - (2.2)

Sejam A c R® um conjunto aberto e f : A — R. Por defini¢do, as derivadas
parciais com relagdo as varidveis x, y e z, respectivamente, sdo apresentadas na
Equacgoes 2.3,2.4 e 2.5.

d h,y,z)— f(x,y,

a—i(x, y,2) = lim frrhy Z}z fxy Z). (2.3)
d Yy +h,z)— f(x,y,

S 9 =l LA TRE D) @24
of flx,y,z+h) - f(x,y,2)

%(x/ Y, Z) = }E}I(} h o (25)
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2.1 Interpretacdo geométrica

Sejam A C R? um conjunto aberto, f : A — R e (xo, o) € A. Para analisar
a variagdo instantdnea em f no ponto (xo, yo), é preciso observar que a resposta
dependera da direcdo e sentido que estamos estudando. No caso das derivadas
parciais, analisamos as varia¢des da func¢do nas dire¢des do eixo coordenado x e
também do eixo coordenado y. Para exemplificar, considere a funcdo f(x,y) =
y2 — x%. Geometricamente as derivadas parciais no ponto (1, 2), isso é, f.(1,2) e
f4(1,2) podem ser observadas na Figura 31.

2

f(xay):y2_$ ‘

X

Figura 31. A imagem da funcdo f é similar a uma sela.

Para isso, imagine uma reta paralela ao eixo y que passa pelo ponto (1,2). Vamos
chama-la de reta ry. Para cada (x, y) da reta ry calculamos a “altura” f(x,y). A

terna ordena (x, y, f(x, y)) é um ponto da curva azul, Figura 31. Ao percorrer todos

os pontos da reta ry a curva em azul é obtida. No caso particular (1,2, f(@, 2)),
na direcdo e sentido do eixo y, a curva azul esta crescendo. Isso significa que a
variac¢do da fungdo f ponto (1,2), na dire¢do e sentido do eixo y, é crescente. Em
outras palavras, a derivada de f com relagdo a varidvel y no ponto (1, 2) é positiva.
De fato f,(x,y) = 2y e, portanto, f,(1,2) =4 > 0.

Da mesma forma, imagine a reta paralela ao eixo x que passa pelo ponto (1,2),

que chamaremos de reta rx. Os pontos (x, i) da reta rx, juntamente com a fungao f
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aplicada nestes pontos, formam a curva em laranja, Figura 31. Percorrendo a reta
rx, na direc¢do e sentido do eixo x, ao passar por (1,2) a fungdo f esta decrescendo.
Isso significa que a derivada de f com relacdo a varidvel x, no ponto (1,2) é
negativa. De fato, f,(x, y) = —2x, portanto, f,(1,2) = -2 < 0.

2.2 Calculando derivadas parciais

Quando se calcula a derivada parcial com relagdo a uma variavel especifica,
as demais se comportam como se fossem constantes. Para exemplificar, seja

f(x,y) = x*y*. Aplicando a defini¢do de derivada parcial com relagdo a variavel

x, temos:
of 9d,,, (x+h)?y -2y, (x+h)? -2
ox - T Y)=im n =ym T
2 _
= zlm%+2xh+h %:y2£irr(}(2x+h):2xy2.

Ao considerar y uma constante e aplicar as regras de derivagdo ja conhecidas

af o
P = a(xzyz) = 2xy2.

Observagdo: A notagdo f, também pode ser utilizada para se referir a derivada

obtemos

parcial de f com relagdo a variadvel x.

Exemplo 2.1. Seja f(x, y) = sen(2x + 5y) + 3xy. As suas derivadas parciais sdo:

fr = 2cos(2x + 5y) + 3y;
fy = 5cos(2x + 5y) + 3x.

Exemplo 2.2. Seja f(x, y,z) = xyz+xy+xz+ yz. As derivadas parciais com relagado
ax,yez, respectivamente, sao:

fi=yz+y+z
fy=xz+x+z;
fo=xy+x+y.
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Capitulo

Derivadas direcionais

Assim como as derivadas parciais, a derivada direcional mede a variagdo
da fungdo em um determinado ponto com relagdo a uma dire¢do e um sentido.
Consideremos f : A - R, A € R? um conjunto aberto e (xg, o) € A. Como
faremos para determinar a variagdo da fungdo f aplicada no ponto (xy, yo) na
diregdo e sentido de um certo vetor 7 = (v1,v,)? No caso das derivadas parciais
com relagdo a x e y a pergunta é a mesma, s6 que teremos v = (1,0) para a derivada

parcial com relacdo a x e 7 = (0, 1) para a derivada parcial com relagdo a y.

Queremos mostrar que a derivada direcional da fungédo f, aplicada no ponto

(x0, Yo), na direcdo e sentido do vetor 7 é

OF o = G
%)(xolyo)—vf(xolyo) Bk (3.1)

no qual, por definigdo, \Y f(xo0, y0) = (%(xo, Yo), g—f;(xo, yo)) é o vetor Gradiente.

Iniciamos construindo uma parametrizagdo para a reta contida em R? que
passe pelo ponto (xy, o) e tenha a diregdo e sentido do vetor 7. Chamaremos de
7 a parametrizagdo da reta. Considere 7: [ — IR?> no qual I C R é um intervalo

aberto e que a imagem de 7 estd contida em A, isto é, 7{I) C A. Seja
At) = (x(t), y(t)).

A composigdo (x(t), y(b), f (1)) ) é uma curva sobre a superficie. De fato, a projecdo
desta curva sobre o plano x X y é a propria reta 1t).

Observacdo: A composta f o7: [ — R é uma fungao real e, portanto, a variacdo
instantdnea pode ser obtida utilizando as regras de derivacdo de fungdes reais de

uma variavel real.
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Escolhemos a parametrizagdo (por comprimento de arco) da reta 7, conforme
a Equacao 3.2.
(v1,02)

TENEATh -2

At) = (xo, yo) + t

Desta forma, 1{0) = (xo, ¥o) € % f(#1)) o é a variagdo da fungdo f no ponto (xo, yo)

na diregdo e sentido do vetor ¥ = (v, v;). Veja a Figura 32.

o

(v1,v2)

) = (o yo) + g T

(1/'1: 7«‘2)
H (v1,v2) H

Figura 32. Ilustragdo da derivada direcional.

(ZEO'/ 7/0)

Defini¢ao 3.1. A informacdo “variacdo da func¢do f no ponto (xy, 1) na
diregdo e sentido do vetor ¢ = (v1,v,)” de agora em diante seré representada

por uma das seguintes notagdes:
C D(Ul,vz)f(xOI yO);
* Dzf(xo, Yo);
of
—>Xo, ’

® fﬁ(xO/ yO)-
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Efetuando os célculos,

d__ | _d _

ZFED)| | = ZfE0,0)| =
of of _
(gmawm#o+—ummmﬂwmﬂ—

af

,
5 X(0), y(0)x’(0) + —J;( (0), ¥(0)y'(0)

.
(%mmmwwampww(ﬂmym)

Assim,

LRE0)]_ =V, y0) - (), 1(0)).

(01, 02)

(01, v2)II

Observe que 7 (0) = (x'(0), y’(0)) e 7(0) = Portanto,

07f = (v1,02)
—(x0, Yo) = V f(x0, Yo) - . 3.3
550 Y0 = VG0 y0) e S 39)
Para P(xo, yo) e U= (v1,1),a Equacéo 3.3 torna-se a Equacéao 3.4.
of 7
L (P) = VF(P) - — 3.4
S0 =V (34)

Observacgdo: Se f : U C R" — R, definimos o Gradiente da fun¢do f no ponto

P e U por

S J J
VﬂP):(Eéanpn,&f

)
Exemplo 3.1. Seja f : R* > R, no qual f(x,y) = y*> — x*. Determine 8—{(1,2) se
@
v = (3,4).

Resolucdo: Se 7 = (3,4), entdo

(,4)
1B, Il

fon(1,2) =Vf(,2)-

no qual \Y f(x,y) = (—2x,2y). Consequentemente \Y f(1,2) = (-2,4). Além disso,
1(3,4)|l = V32 + 42 = 5. Portanto,

of 3 4) 616 10

(12_(29(55 575 "5
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3.1 Maximo e minimo de derivadas direcionais

Vimos que para calcular a variagdo da fungdo f em um ponto (xy, yo) na diregao
e sentido de um vetor 7 = (v;,v,) fazemos

af > (v1,02)

—(x0, o) = Vf(x0, o) - —————.

g o Y0 = VI o) e

Ao mudar o vetor 7 = (v;,7,) € R? o valor da derivada pode ser alterado. Entdo
é pertinente perguntar: em qual direcdo e sentido a derivada parcial %(xo, Yo)

: . o ) . e
atinge seu maximo? E em qual direcdo e sentido a—;;(xo, o) atinge seu minimo?

Pela definicdo de produto escalar

of J (v1,v2)

—(x , = V X , - —_
oo 1) = VTG00
= (@1, 0)l

= ||V f(xp, ———— cos(a),

19, yoll s~ cos(@)

s A = (01102) . .
no qual a é o angulo entre os vetores V f(xy, yo) e ek Veja a Figura 33.
1,02
<:E07 Z/o)

= 0 0 (Ult UQ)
V f(zo, y0) = <a—£($07y0)7 %(%;?/0)) ' '
Figura 33. Angulo a.

Isto é, a derivada direcional também assume a forma apresentada pela Equagao
3.5.

J 5
a—é(xo, ¥0) = IV f(xo, yo)ll cos(a). (35

38



TOPICOS DE CALCULO VETORIAL

Pela Trigonometria, sabemos que —1 < cos(a) < 1. Utilizando essa informacdo na

Equacdo 3.5 somos capazes de concluir que

- J -
—IVf(x0, yo)ll < a—;(xo, Yo) < IV (xo, yo)ll-

Além disso, cos(a) = 1 quando a = 0. Isso significa que %(xg, Yo) atinge seu
maximo quando o vetor ¢ faz um angulo de 0 radianos com o vetor Gradiente.
Podemos dizer que g—ﬁ;(xo, o) atinge seu maximo quando v = Y f(x0, o). Analoga-
mente %(xo, o) atinge seu minimo quando cos(«) = —1, que ocorre quando a = 7t
radianos. Ou seja, g—g(xo, Yo) atinge seu minimo quando ¥ = -V f(x0, v0). Agora,
considere as seguintes substituicdes na Equagéo 3.4.

> Se @ = V£ (xo, o),

of Vo, vo) IV F(xo, o)l

—=(x0, 10) = V£ (X0, o) - — = — = IV f(xo, yo)lI.
Jv IV F o, yo)ll - IV f(xo0, yo)ll
of S
?(Xo, yo) = ||Vf(x0/ yo)”- (3.6)
0
(MAXIMO VALOR DA DERIVADA DIRECIONAL)
~ Se v = =V f(xq, o),
P R —V f(xo, — IV £ (xo, yo)IP n
a—{(xo, yo) = V£(x0, o) - — Sl yo) _ VS Go, yollE_ ~IV £ (x0, yo)l.
v IV f(x0, yo)ll IV £ (x0, yo)ll
d =
a—i;(xoz]/o) = =V £(xo, yo)ll. (3.7)

(MINIMO VALOR DA DERIVADA DIRECIONAL)

De forma mais geral, seja f : U CR" — R, P € U. Analogamente,

afp—ﬁ P 3.8
a—ﬁ()—ll FPII. (3.8)

(MAXIMO VALOR DA DERIVADA DIRECIONAL)
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of 3
550 = -Vl (3.9)

(MINIMO VALOR DA DERIVADA DIRECIONAL)
Exemplo 3.2. Seja f : R?> — R, no qual f(x,y) = y* — x2. Determine:
a) direcgdo e sentido do vetor v tal que f(1,2) possui variagdo maxima;
b) determine qual é a varia¢do do item anterior;
¢) diregdo e sentido do vetor v tal que f(1,2) possui variagdo minima;

d) determine qual é a variacdo do item anterior.

Resolugio:
a) v=Vf(1,2) = (-2,4);
b) (;—;:a,m = IV£(1,2)ll = V(-2)7 + 4 = V20;
Q) v=-V£1,2) = (2,-4);

(9 -
d) 8—2(1,2) = IV f(1,2)ll = - (~27 + 42 = - V20.

3.2 Curvas e superficies de nivel

Considere uma funcdo f : A € R*> — R. Definimos como Curva de Nivel de

indice k da fungdo f o conjunto formado pelos pontos (x, v) (pares ordenados) tais

que f(x,y) = k. Usaremos a representagdo

Cr: f(x,y) =k

Exemplo 3.3. Para exemplificar, seja f : R*> —» R a funcdo f(x,y) = x*> + y*>. No

grafico tridimensional x X y X f(x, y) pense que f(x, y) é a altura relacionada ao

ponto (x, y) através da relagdo x* + y*>. Nesse contexto, uma Curva de Nivel é

o conjunto de pontos, pares ordenados (x,y), que possuem mesma altura. O

conjunto de pontos que possuem altura k formam uma curva e a essa curva

daremos o nome de curva de nivel k e usaremos o simbolo C; para representé-la.
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Ou seja,
Cr:k=x*+v~

A seguir, mostramos curvas de nivel da func¢do f(x,y) = x> + y>. Mais precisa-
mente, as curvas Cy, Cyp2, Cos, Coe, Cog, C1. Ao lado esquerdo da Figura 34,
podemos ver as curvas desenhadas no plano x X y. Do lado direito, é apresentado
o gréfico da fungdo f junto com as curvas de nivel. Além disso, toda Curva de
Nivel C; foi desenhada também na altura k.

Figura 34. Algumas curvas de nivel do paraboldide.

Exemplo 3.4. Seja f : R* —» R a fungdo f(x, y) = y*> — x2. Agora as curvas de nivel
sdo obtidas pela equagdo
Cr:k=y*— 2%

A seguir, a Figura 35, mostra algumas das curvas de nivel da fungao.

Figura 35. Algumas curvas de nivel do paraboléide hiperbdélico.

Observe que para Cy : 0 = y* — x? temos duas retas. Para k > 0 ou k < 0 temos que
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Cx : k = y* — x* sdo hipérboles.

De forma equivalente, definimos o conceito de superficie de nivel. Seja f uma
fungéo tal que f : R> — R. Definimos como superficie de nivel de indice k da
funcdo f o conjunto formado pelos pontos (x, y,z) (ternas ordenados) tais que

f(x,y,z) = k. Usaremos a representac¢do
Ce: f(x,y,2) =k
Exemplo 3.5. Seja f : R® - Ra fungdo f(x,y) = x> + y* + z°.
Ce:k=x>+y*+72°

Agora sdo superficies de nivel. O lado esquerdo da Figura 36 mostra somente a

superficie de nivel C;. O lado direito, mostra as superficies C;, C% e Cg.

Figura 36. Superficies de nivel.

Propriedade: Seja f : R*? - R. Considere uma Curva de Nivel de indice k, ou seja,
f(x,y) = k. Essa Curva de Nivel é um conjunto de pontos em R* que satisfazem
esta equagdo. Se (xo, p) € um ponto em R? tal que pertence a Curva de Nivel
(isto é, f(xo, vo) = k), entdo o vetor gradiente \Y f(x0, o), que também estd em R?,
é ortogonal a Curva de Nivel f(x,y) = k no ponto (xy, yo). A Figura 37 ilustra a
ortogonalidade.
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v

(‘7;07 ;l/o)

g

Curva f(z,y) = k.
Figura 37. Relagdo de ortogonalidade entre o Gradiente e as curvas de nivel.

Para verificar esta propriedade, consideremos a fungao #(t) = (x(f), y(t)),t € [C R,
uma parametrizagdo para a curva f(x,y) = k. Paratodo t € I,

f(AR) = f((x(), y®) = k.

Derivando como relagédo a t, obtemos:

FUG(t), () =k =
FAGE, yONX (1) + (0, yO)Y () =0 =
(F(@(®), y®)), £, y®)) - @B, ¥' (1) = 0.
Portanto,
VEGe(t), y(®) - (1) = 0 (3.10)

Lembre que v () = (¥'(t), ¥’ () é o vetor tangente a curva At) = (x(t), y(t)) para
cada t € I. Pela igualdade verificada na Equagdo 3.10, concluimos que o vetor
Gradiente é ortogonal as curvas de nivel.

Observacao: Para fungdes reais de n varidveis, f : R" — R, é possivel obter o

resultado equivalente.
Exemplo 3.6. Considere o paraboléide
flx,y) =%+ 12

As curvas de nivel sdo circunferéncias de centro na origem. O vetor Gradiente,
aplicado em um ponto da Curva de Nivel, gera um vetor ortogonal a Curva de
Nivel. Na Figura 38 apresentamos a Curva de Nivel ¥ + y* = 1. Alguns vetores

ortogonais, obtidos utilizando o Gradiente, também sdo apresentados.
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Figura 38. Curva de nivel 1 e alguns vetores Gradientes.

Exemplo 3.7. Considere a fungdo  : R* — R definida por
h(x,y,z) = x>+ > + 22 - 1.
A superficie de nivel de indice zero é a esfera unitaria de centro na origem.
h(x,y,2) =0 = x* +y* +2* = 1.

Vetores ortonormais a superficie desta esfera podem ser obtidos utilizando o vetor
Gradiente. A esfera unitédria, assim como alguns de seus vetores ortonormais,

podem ser visualizados na Figura 3.7.

E importante que fique claro que essa figura é apenas uma das infinitas super-
ficies de nivel da fungdo h(x, y,x). As outras superficies de nivel também serdo
esferas, mas com raios diferentes. Ja a funcdo h(x, y, z) ndo pode ser representada
graficamente, uma vez que é uma funcdo f : R*> —» R. Note que seria necessario
trés dimensdes para descrever apenas o dominio e mais uma dimensao para o
contradominio.
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Capitulo

Integrais de linha

Para definir integrais de linha usaremos uma nog¢do geométrica. Da teoria do

cédlculo integral, se f é uma funcao positiva no intervalo [4, b], entdo a uma integral

f(x)dx representa a area entre o eixo x e o grafico da funcdo f, no intervalo

[ai b], conforme mostra a Figura 39.

f(z) 4

/a ' f(a) da

a b x

Figura 39. Representagdo geométrica da integral definida.

Se a funcdo for qualquer (ndo necessariamente positiva) entdo essa integral
representa a drea liquida, isto é, o valor da &drea acima do eixo x e abaixo do
grafico de f menos a drea abaixo do eixo x e acima do grafico de f.

Uma integral de linha pode ser entendida como uma situagao analoga a essa.
Suponhamos que temos uma fungao continua f : R? - Re, portanto, seu dominio
é 0 IR?. Suponhamos que o dominio seja representado no plano x X y e o eixo z
seja utilizado para representar a imagem da fungdo. O grafico desta fungdo é uma
superficie. Veja o exemplo ilustrado pela Figura 40. Agora, vamos considerar um
conjunto de pontos contidos no plano x X y, isto é, um conjunto de pontos que
pertencem ao dominio da fung¢do f. Vamos considerar um conjunto de modo que

esse conjunto forme uma curva suave, que chamaremos de curva C. Considere
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cada ponto (x, y) que pertence ao conjunto de pontos que forma a curva C. Agora,
vamos considerar o conjunto de pontos formados por (x, y, f(x, y)). Esse conjunto,
geometricamente, gera uma curva no espago sobre a superficie. Lembre que a
superficie é o grafico de f. A Figura 40 mostra a superficie (gréfico de f), a curva
C e a curva no espacgo gerado por (x, y, f(x, y)).

(.0 (.0)

Figura 40. Representagdo de (x, y, f(x, y)), no qual (x,y) € C.

A area entre as curvas, que chamaremos de A, serd determinada através de uma
integral de linha. A construcdo é andloga aquela vista em integrais de func¢des
reais de uma varidvel real. A ideia basica é aproximar esta drea entre as curvas
por retangulos. Para isto, inicialmente, precisamos parametrizar a curva C. De-
terminar fungdes x, v : [4,b] € R — R tais que 7 : [4,b] ¢ R — R? definida por
At) = (x(t), y(t)) seja uma parametrizagdo da curva C. A Figura 41 mostra o esboco
das parametrizagoes.
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Figura 41. As curvas agora estdo parametrizadas.

A variavel t € [a,b]. Precisamos criar uma particdo sobre curva C. Esta partigdo
dependera da partigdo feita no intervalo [, b], conforme ilustra a Figura 42. A
ideia é a mesma vista anteriormente, quando falamos sobre comprimento de arco.
Se isto ndo estiver claro nesse momento é preciso que seja feita uma nova leitura
sobre o assunto. Veja a Secdo 1.6.

(2(0).y))

At t As
—
a b
\* (#(a), y(0))
t

#(t) = (2(t),y(0))

>
>

Figura 42. Esbogo de parti¢des em uma curva qualquer.

Uma vez definidas a parametrizagdo da curva C dada por #{t) = (x(t), y(t)) e uma
particdo no seu dominio [g, b], automaticamente, teremos uma partigdo sobre a
curva C. Cada pedaco da parti¢do tem comprimento As, no qual

As = As(tiy1) = s(tir1) — s(t)
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e s(t;) é o comprimento do arco iniciado em #0) até o ponto #(t;). Ao omitir os
indices estamos tentando reduzir a quantidade de informagdes ndo essenciais

para intuigdo geométrica do problema.

Para cada partigdo As escolheremos um ponto, par ordenado (x(t*), y(t*)), no
intervalo do dominio. Para cada As e cada (x(t), y(t")), calculamos f(x(t*), y(t*)).
Faremos uma espécie de “base” vezes “altura”, isto €, a “base” As multiplicado
pela “altura” f(x(t'), y(t')) nos fornece, aproximadamente, a se¢do da area que
queremos determinar. E intuitivo que

A=Y FE(E), yE)AS,

no qual n é o nimero de parti¢des. A Figura 43 ilustra a situagdo paran =2 e
n = 16, respectivamente.

Figura 43. Representacdo de parti¢des 2 e 16, respectivamente.

Como visto anteriormente, na se¢do 1.6, a expressdo As pode ser obtida por

2 2
Ax(®)\" |, (Ay®)
= — | At,
e, consequentemente,

n 2 A 2
A~ Y Fa), y) \/(Az(:)) + (%) At.
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Aplicando limite em 7 teremos a igualdade

n 2 A 2
A=1im Y F(x(t), y() \/(Asz)) +( Xf)) AL

Além disso, usando nossos ja adquiridos conceitos de elementos infinitesimais,

podemos concluir que

b
A= f Fe), y(©) (1) + (y () dt.

Para dizer que estamos integrando a fun¢do f apenas sobre a curva C podemos

usar a notagdo | f(x,y)ds. Assim, obtemos a Equacao 4.1.
c

b
[swas= [ rat.vowor+vora @

(INTEGRAL DE LINHA)

Lembrando que At) = (x(f), y(t)) e 7 ()] = \/ (' (D) + (y’(t))zdt podemos escrever

’ -
ff(x/ y)dS = f f(f’(t))”r/(t)”dt
¢ a

A Figura 44 mostra um esboco da parametrizacdo e integral de linha.

fz,y)

v <+

7o) = (s0.000)
Curva C'

A= [ senas = [ (s000) 170 @

Figura 44. Esboco da parametrizagdo e integral de linha.
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De forma mais geral, seja f : U € R" — R e C é uma curva em R". Obtemos a

Equacdo 4.2.

b -
f f(@)ds = f FED)IF (B)lldt, (4.2)
C a

(INTEGRAL DE LINHA)

no qual X = (x,...,x,), 7 : [4,b] = R" com At) = (x1(¢), ..., x,(t)) € uma parametri-

zacdo da curva C.

Exemplo4.1. Sejam f : R> — R definida por f(x, y) = x>+ y? (parabol6ide circular)
e?: [0,211) € R — R? definido por /{f) = (cos(t), sen(t)) (parametrizagdo do circulo

unitdrio no plano). Calcule a integral | f(x, y)ds no qual C é o circulo definido
C

por #t).

Resolucdo: A Figura 45 ilustra, geometricamente, o contexto deste exemplo.

f(-fl?,y) 4
e

r(t) = <cos(t)./sin(t))

Figura 45. Esbogo da érea a ser calculada.

Neste caso, a integral de linha pode ser entendida como o calculo da area lateral

do cilindro formado entre as curvas, conforme ilustra a Figura 46.
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/\ /\
~ A ~ A
A= /(x2 +9?) ds A = perfmetro x altura
c

Figura 46. Esboco da drea entre as curvas.

De fato:

270
f‘(x2 +y%)ds = f (cosz(t) + senz(t)) V(= sen(t))? + (cos(t))2dt
C 0

271
= f dt = 27.
0

4.1 Integrais de linha comrelacdoaxey
Usando a mesma notagao da segao anterior, definimos
— 11 - * * Ax(t)

[ e = tm Y feate, ven S

ff(x y)dy = lim Zf(x(t ), y(t)) ﬂAt-

Essas defini¢des ddo origem a Equacdo 4.3 e a Equacdo 4.4.

b
[ femax= [ o, yone o 43)
C a
(INTEGRAL DE LINHA COM RELACAO A “x")
b
f flx, y)dy = f fx(@®), y@)y' (t)dt. (4.4)
C a

(INTEGRAL DE LINHA COM RELAGCAO A “y”)
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Exemplo 4.2. A curva C é a se¢do do circulo unitario definido no primeiro qua-

drante, que admite a parametrizagdo 7{f) = (cos(t), sen(t)) para t € [0, 7). Calcule:

a) ‘f;(xz + yz)dx;

b) f 2xydy.
c

Resolucdo: Para o item (a)

fxz + yPdx = fz (cosz(t) + senz(t)) (—sen(t))dt = — f% sen(t)dt = —1.

c 0 0

Para o item (b)

foydy = fi 2 cos(t) sen(t)(cos(t))dt = fﬁ 2 cos*(t) sen(t)dt = %
c 0 0

Observacao: Quando trabalhamos com integrais de linha com relacdo ax e y é

comum usarmos a seguinte notagao:

y)d y)dy = ) y)dy.
fcf(xy)x+fcg(xy)y fcf(xy)ﬂg(xy)y

Ou seja, o simbolo
f f, y)ix + g, y)dy
c

¢ a soma de duas integrais. Podemos reescrever essa soma de integrais como

sendo

f £, vy + g(x, y)dy = f (F0x, ), g 1)) - (dx, ).
C C

Se 1{t) = (x(t), y(t)) é uma parametrizagdo para a curva C, entdo d7 = (dx,dy).
Note ainda que (f(x, y), g(x, y)) pode ser entendida como um campo de vetores,
ou seja, uma fungdo de IR> em R?. Chamando essa fungdo (ou campo de vetores)
de F (x,y), isto é, Jaf (x, ) = (f(x,v), g(x,y)), obtemos

f Fev,y) - d = f (Fx, ), 506, ) - (dx, dy).
C C
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4.2 Trabalho e Integrais de linha

Inicialmente vamos recordar que energia é uma grandeza escalar. Trabalho é
uma medida de energia e, portanto, é uma grandeza escalar. Quando uma forca
é aplicada sobre um corpo (um objeto qualquer) com uma intensidade suficiente
para movimenta-lo existe uma quantidade de energia envolvida neste desloca-
mento. Essa energia é chamada de trabalho e é medida em Joules (J). Forca é uma
grandeza vetorial (ﬁ), assim como o deslocamento (dj. No caso particular em que
a forga e o deslocamento possuem a mesma dire¢do e sentido podemos calcular
o trabalho utilizando a féormula W = IIﬁ ||||d_|)|. Como dito anteriormente, esse é um
caso particular. Em geral a forca resultante sobre um corpo ndo costuma ser pa-
ralela ao seu movimento. Com a intengdo de obter a férmula geral, vamos iniciar
considerando casos mais simples. Por fim, introduzimos a férmula utilizada para

o célculo do trabalho nos casos mais gerais.

~» Caso 1

Considere que um objeto sofre a agdo de uma forga resultante constante Fe
se desloca linearmente. Vamos considerar o deslocamento a partir de um ponto
inicial até o ponto final e que esse deslocamento pode ser interpretado pelo vetor
deslocamento d. Para calcular o trabalho W realizado sobre o objeto, que se
deslocou por uma distancia d devido a forca resultante F que atuou sobre ele, nés

devemos utilizar a férmula W = ||f ||||dT|. A Figura 47 esboca o movimento.

W = || F||d]
F’ -
S d —

Figura 47. Objeto sofre uma forca resultante F com mesma direcdo e sentido do

deslocamento dﬂ.‘

Neste caso, nds temos que o vetor forca resultante tem a mesma direcdo e sentido
do vetor deslocamento. Por isso, podemos utilizar a férmula acima. A férmula

F ||||dT|. cos(0), no qual 0 é o angulo formado entre os

mais completa seria W = |

= b . , .
vetores F e d. Vejamos o préximo caso.

~» Caso 2

Quando a forga F é constante e nio é paralela ao deslocamento retilineo,
o trabalho é calculado usando a componente do vetor forca que é paralelo ao
deslocamento. Se o angulo entre o vetor forga e o vetor deslocamento é 0, entdo

a componente do vetor forca que é paralelo ao vetor deslocamento é Fcos(0). O

53



TOPICOS DE CALCULO VETORIAL

trabalho é calculado utilizando a féormula W = IIﬁ | cos(@)lld_ﬂ que é equivalente a
utilizar o produto escalar, isto é, W = F-d, como pode ser visualizado na Figura
48.

I3 3 ;
W = |[F] cos(0)|d]

) Fcos(0) . d

Figura 48. Objeto sofre uma forca resultante F constante, porém ndo possui a
mesma direcdo e sentido do deslocamento d.

~> Caso 3
Agora suponhamos que a fungéo forga esteja variando com relagdo a posicéo,

isto 6, F : R > R? no qual Ex, y) = (f(x, v), g(x, v)).

YA

Parametrizacao do deslocamento:

C:t) = (2(t), y(1))

- -

Aproximacao local da curva C.

Figura 49. Objeto sobre com a agdo da forca F que varia conforme a posigdo e se
desloca sobre a curva suave C.
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Vamos supor também que o deslocamento do objeto é curvilineo e que ela se
move sobre uma curva suave que chamaremos de curva C. Com essas condigdes,
queremos determinar o trabalho exercido sobre o objeto durante seu movimento.
Para calcular o trabalho vamos utilizar uma técnica muito parecida com aquela
utilizada para o cdlculo de integrais definidas. Vamos dividir a curva C em
pequenos “pedacinhos” de curvas, como pode ser visualizado na Figura 49. Esses

“pedacinhos” devem ser suficientemente pequenos de modo que:
1) possamos, por aproximacao, considera-los pequenos segmentos de retas;

2) sobre cada “pedacinho” de curva a forca F varia tao pouco que podemos

considera-la constante.

1> Essencialmente a ideia é calcular o trabalho sobre o objeto em cada “pedacinho”

da curva e depois soma-los.

Seja 7 : [to, tn] € R — R? definida por At) = (x(t), y(t)) uma parametrizagdo
do deslocamento do objeto sobre a curva C. Queremos construir uma parti¢do
sobre a curva C com N parti¢des. Para isso definimos uma particdo no dominio
de 7, isto é, definir uma particdo sobre o dominio [ty, ty]. Vamos supor que seja
{to,t1, t2, 3, ..., tn-1, tn). Através da fungdo 7 a partigdo sobre o dominio define
uma particdo sobre a imagem, que é a curva C. Sobre a curva C vamos ser
capazes de identicar o conjunto de pontos {ty), {t1), 7{t2), Ats), - . ., Htn-1), {EN)}-
Para representar o vetor deslocamento que ird aproximar o pequeno “pedacinho”

de curva de indice 7, no qual i € [1, N], vamos utilizar a notagdo A7; = /t;) — Hti-1)-

Veja a Figura 50.
V?f_i» ............................
——— I4 | : :
to t1 tg U3 Ty T5 tN t
RRARS W
Aty Aty ; x

Figura 50. Os “pedacinhos” de curva sdo aproximados pelos vetores Af;.

O trabalho sobre o objeto obtido ao percorrer o “pedacinho” de curva de indice i

serd chamado de W; pode ser aproximado por

Wi = [IF (x(5), y(&)) A cos(65).
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no qual ] € [t g, t] e F (x(t:), y(t;)) é a forca “constante” nesse “pedacinho” da
curva. O vetor A7; aproxima o “pedacinho” de curva. Por fim, 0; é o angulo
entre esses dois vetores. Podemos reescrever essa igualdade utilizando o produto
escalar.

Wi = F(x(£), y()) - A7
O trabalho W pode ser aproximado pelas soma dos trabalhos calculados nos
“pedacinhos”.

N N
W ~ ; W, = W ~ ; E(x(t), y(£) - AT

Quando tomamos o limite passamos a ter uma soma infinitesimal e, além disso,

passamos a ter a igualdade. A Equacdo 4.5 é obtida.
W = f F(x,y) - d7 (4.5)
c

Observacao: Para efetuar os cdlculos serd necessdrio utilizar uma parametrizagdo
para a curva C. Lembre que 7 é a fun¢do que parametriza a curva. Entdo,
derivando ambos os lados da equagdo At) = (x(t), y(t)), com relagdo a varidvel
independente t, podemos concluir que:

270 = £ (0, y(0)

o W,y ®)
dr = (X'(t), y' (1)) dt.

= |

Exemplo 4.3. Determine o trabalho realizado por uma forca F (x,y) = (x, 1) ao
longo da curva At) = (cos(t),sen(t)) det =0at = 7.

Resolucao: Como x(t) = cos(t) e y(t) = sen(t), entdo

F(x(#), y(£)) = (cos(t), sen(t)),
dr = (—sen(t), cos(t)) .

Logo,
W= | E, y) - dr

c
f (cos(t), sen(t)) - (—sen(t), cos(t))dt =
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Capitulo

Campos vetoriais

Campos vetoriais ou campos de vetores sdo fungdes definidas de R" (dominio)
em IR" (contradominio), nos quais associamos cada ponto do dominio a um vetor
que é definido pela regra da fun¢do. As Figuras 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58
mostram exemplos de campos de vetores do tipo F:R? > R2 As Figuras 59, 60,

61 mostram exemplos de campos de vetores do tipo F:R®> RS
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Figura 51. Campo de vetores da fungao Jaf (x, v) = 2x, —y).
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Figura 52. Campo de vetores da funcao ﬁ(x, y) = (x, y).
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Figura 54. Campo de vetores da funcado F(x, y) = (y, —x).
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Figura 55. Campo de vetores da funcado F(x, y) = (1,0).
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1
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Figura 56. Campo de vetores da funcado F(x, v)

(x,0).
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Figura 57. Campo de vetores da funcao F(x, v)

(x/ —}/)
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Figura 59. Campo de vetores da fungdo F(x, y) = (x,y,2).
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Figura 61. Campo de vetores da fungao F (x, ) = (2x, -2y, 0).

Observacdo: Campos vetoriais sdo extremamente tteis. Podem ser utilizados
para representar a velocidade e a diregdo de um fluido se movendo pelo espaco.
Ou representar a intensidade, direcdo e sentido de forgas, tal como a for¢ca mag-
nética ou gravitacional. Apenas com esses exemplos percebemos a quantidade

de aplica¢des que podemos encontrar na drea das exatas.
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5.1 Campos conservativos

Seja F : R? — R no qual F(x,y) = (f(x,),g(x,v)). Dizemos que F é um
campo conservativo se existe uma funcdo ¢ : R> — R tal que a Equagéo 5.1 seja
verificada.

Vo(x, y) = Fx, y). (5.1)

Dizemos que ¢ é uma funcdo potencial de F.

Teorema 5.1. (Teorema Fundamental das integrais de trabalho)

Sejam F : R? — R? uma campo vetorial conservativo, ¢ : R> —» R uma
funcdo potencial de F e C uma curva em R? suave por partes que liga os
pontos (x;, y;) e (xf, yr). Entdo

fﬁ(x, y) - dr = fﬁq)(x, y) - dr = ¢(xg, yr) — O(xi, vi).-
c c

Prova: Consideremos 7 : [t;,tf]] € R — RR? no qual /{t) = (x(t), y(t)) é uma

parametrizacdo para a curva C. Veja a Figura 62.

y N
¥ gy ; i WA LY
» ‘ ¥ " 77 Ju \ “ “ ‘1 1
L L7, AN LR
p ,'» / ' v A
Kby 'y ¥ £ g v v'v AR |
)) ¥ r ¥ ¥ ’ Foo) Y
y Ky ¥ ¥ r"," Y \
—_ > 4 P TR |
t; ty t AT 4
(2

&V

Figura 62. Esboco da parametriza¢do da curva C.
A fungdo ¢(x, y) é uma fungdo potencial do campo F(x, y). Portanto,
[ Foowvar= [ Vot mrar= [ a0 )y = [ ot yxroy
c o c c
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Usando as defini¢oes, Equacdo 4.3 e Equagdo 4.4, temos

; N N dx(t) dy(t) ,
fc Flx, y)di = fc r(x, Y+, (x, y)dy = f Gu(x(t), y(B) — Aty (x(t), y(D) =t =

I (o005 o0, 0™t = [ otatr, o

4 6(x(t),y (1))

Observe que qb(x(t), y(t)) = qb(?(t)) = ¢ o 71{t). A fungdo composta ¢ o 7 é uma
fungéo real, isso é, ¢ o 7': [t;, tf] C R — RR. Pelo teorema fundamental do calculo

temos que

[ o= [ Lo,y = o,y 00| = o0t vt)-ptate), ) —
c b

T.F.C.

fc F(x, ) - d7 = 6, y5) - plx, yi).

Observacao: Note que o teorema afirma que quando o campo é conservativo a
integral depende apenas dos pontos extremos da curva C. A trajetéria de C ndo
modifica o valor da integral. Esse resultado ¢, sem dtvida, surpreendente.

Exemplo 5.1. Verifique que o campo Fx, y) = (x,y) é conservativo. Logo ap0s,
calcule a integral f (x,y) - d¥ no qual C é uma curva suave por partes que liga os

c
pontos (0,0) a (1,1), nessa ordem.

Resolugao: Se Jaf (x, v) = (x, y) for um campo conservativo, deve existir uma funcdo

escalar ¢(x, y) tal que ﬁqb(x, y) = (x, ). Ou seja,

P2, y) = x,
qby(xr y) =Y

Da primeira equagdo obtemos que

2
Ox(x,y) =x = fqu(x, y)dx = fxdx = ¢(x,y) = % + C(y).

Derivando com relagdo a varidvel y, temos que ¢,(x,y) = C'(y). Agora substi-
tuindo esse resultado na segunda equacdo do sistema acima, obtemos que

2

oy =y=CHy) =y=Cy) = yf +C.
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2 2
Portanto, temos que para qualquer nimero real C a fungdo ¢(x,y) = xz + y? +C

é funcdo potencial do campo F Logo, F é de fato um campo conservativo. Para

calcular a integral solicitada, consideremos a fungao potencial

2Ly
gi)(x,y) = E + ?

Segundo o teorema (5.1),

f (x,y) - dif = f Vo(x,y) - di
C C
()
=0y,
2 2\ (1,1
(X4 L ‘
( 22 ) 00)
12 12 0% 0
=|l=+=]-|=+=]|=1.
[55)-(5+3)
Observacao: Fica como exercicio ao leitor, determinar uma curva C que seja suave

por partes, que ligue os pontos (0,0) e (1, 1) assim como uma parametriza¢do para
esta curva. Feito isso, calcule diretamente a integral de linha f (x, y)-d7. Verifique
c

que o resultado encontrado serd 1. A Figura 63 ilustra algumas sugestdes para a

curva C.

y A (171)

. (WT)
y =sin | —
Y 9

VV&

Figura 63. Algumas sugestdes para a curva C.
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5.2 Divergente e Rotacional

Seja F : R? — RR® uma campo vetorial, no qual

ﬁ(x, y, Z) = (f(x/ }/, Z)/ g(x/ yr Z)/ h(xl y/ Z))

eVo operador V = (%, %, %). Definimos Divergente de F no ponto (x,y,z)

conforme a Equacao 5.2.

> o af 8g al’l

V.-F= 2
ox 8y "oz 5.2)

Definimos, também, Rotacional de Fno ponto (x, v, z) conforme a Equagdo 5.3.

oh dg. df oh dg If

VXF= :((@_E) (g——) (___y)' (5.3)

I T
OQ éJlQJ \\.¢
= Yo A

e L
O operador divergente quando aplicado em um ponto P do campo F, isto é
4 o d . .
V - F(P), resulta em um escalar. Esse escalar estara associado com os conceitos de
divergéncia ou convergéncia dos vetores do campo neste ponto.

1. Quando V-E(P) > 0 concluimos que no ponto P o campo estd saindo (conceito
de divergéncia);

2. Quando V - F(P) < 0 concluimos que no ponto P o campo estd entrando
(conceito de convergéncia).

A Figura 64 ilustra os conceitos de Divergente e Rotacional.

yﬁ
N \
V.F(P) <0 ) >0

Figura 64. Representacdo de Divergente (esquerda e centro) e Rotacional (direita).
O operador Rotacional quando aplicado em um ponto P do campo F istoé VxFi (P),

resulta em um vetor. Esse vetor ird indicar a tendéncia de giro do campo no ponto

P, sendo o giro determinado pelo movimento obtido pela regra da méo direita.
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Capitulo

Escoamento e Fluxo

Os resultados mais importantes que esperamos entender nesse texto sdao Te-
orema de Green, Teorema de Gauss e o Teorema de Stokes. Os resultados
acima citados podem ser considerados, no minimo, surpreendentes. No entanto,
quando nao inseridos em algum contexto podem parecer sem sentido. Por esse
motivo, neste capitulo, vamos introduzir algumas defini¢des da fisica. Conse-
quentemente, serdo apresentados alguns resultados nos quais os teoremas acima
estdo envolvidos. Neste capitulo, portanto, serdo introduzidos o Escoamento do
campo F sobre a curva C, Fluxo do campo F sobre a curva C, Densidade de Rotacdo
e a Densidade de Fluxo.

Iniciamos este estudo considerando o seguinte cendrio. Sejam A C R? um
aberto e [ : A — R?, definido por F(x, y) = ( fx,v), g(x, y)), um campo vetorial
que representa a velocidade de um fluido em deslocamento. Seja C uma curva
no plano que admite a parametrizagdo definida por 7 : [t;, tf] € R — RR? no qual

At) = (x(t), y(t)). A Figura 65 mostra um esbogo deste cendrio.

Figura 65. Esboco do campo Feda trajetoria de 7.
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A curva C estd imersa em F. A Figura 66 ilustra o campo F atuando ao longo da

curva C.

(ty)

7(t;)

Figura 66. Campo F atuando sobre a curva C.

Em cada ponto sobre a curva C existe uma for¢a atuando. A for¢a em cada ponto
da curva pode ser representada por um vetor. Este vetor pode ser decomposto
como a soma de dois vetores, nos quais um é o vetor tangente a curva e o outro
é o vetor normal a curva. Sejam T o vetor unitario tangente a curva e 7 o vetor
unitario normal a curva. Conforme ilustra a Figura 67, em cada ponto da curva
C a funcgao vetorial F pode ser decomposta como F= (ﬁ . T)f + (f -m)it. Os vetores
Teil podem ser obtidos utilizando fungdo vetorial 7, que é a parametrizagéo da
curva C.

(ty)

Figura 67. Campo F atuando sobre a curva C.

. . ~ . . . . . . . =
Como integrais sdo somas infinitesimais, definimos que o Escoamento de F sobre
acurva C é asoma das intensidades das forgas tangenciais sobre a curva, enquanto
= . . .
que o Fluxo de F sobre a curva C é a soma das intensidades das forgas ortogonais

sobre a curva.
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6.1 Escoamento

. . ~ = », . .

Por definicdo, o Escoamento de F sobre a curva C é a soma das intensidades
das forcas tangenciais sobre a curva. Para conseguir obter esse valor, considere
uma parti¢do sobre a curva C. Isto é, As;, Asy, - - -, Asy, conforme ilustra a Figura
68.

Ask\/.

Figura 68. Parti¢cdes Asy sobre a curva C,no qual1 <k < N.

Supondo que as partes desta particdo sejam suficientemente pequenas, podemos
considerar que ndo existe variagdo do campo F em uma particdo Asi. Portanto,
F é constante em cada intervalo As;. Em cada parcela da parti¢do, a intensidade
do campo tangente pode ser obtida por F - TAs;. Para obter o Escoamento sobre
a curva, diminuimos infinitamente o comprimento das parti¢des, o que, conse-

quentemente, implica em aumentar infinitamente a quantidade de partigdes.

N
. "
Escoamento = lim F-TAs,.
N—oo 1
n=

Utilizando a notacdo de integrais, obtemos a Equagéo 6.1.

Escoamento = f F-Tds. (6.1)
c
Para resolver esta integral, é necessdrio utilizar a parametrizacdo da curva
, a2 S r(t
C, que é a funcdo vetorial 7. A funcdo vetorial T é dada por T(t) = | »E ;” e
(¢

ds = ||r (H)lldt. Portanto, quando substituido na equagdo obtemos:

= 2 s = T'(t) -
F-Tds= | E@x@),y)- ‘dt =
[ F-1s f (0,40 Sl

53 . te
f F(x(t), y(1)) - r'(t)dt = ft (f(x(®), y(D), g(x(B), (1)) - (¥'(), y' (1)) dt =

ti
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f ff (x(t), y(B)x' ()t + g(x(t), y(D)y' (Dt = fc S, y)dx + g(x, y)dy.

Desta forma, conseguimos obter a Equagédo 6.2.

f F.Tds = f f(x, y)dx + g(x, y)dy. (6.2)
C c

(ESCOAMENTO DE F SOBRE A CURVA (@]

6.2 Fluxo

Por defini¢ao, o Fluxo de F sobre a curva C é a soma das intensidades das
forgas ortogonais sobre a curva.

Para compreender a defini¢do de Fluxo de T sobre a curva C, seguimos as
mesmas etapas da defini¢do do Escoamento. Isto é, para a parti¢cdo definida ante-
riormente, no qual cada parcela da parti¢do é suficientemente pequena, o campo
F pode ser considerado constante. Em cada parcela da particdo, a intensidade do
campo normal pode ser obtida por F-itAs.. A Figura 69 mostra um esbogo desta

descrigéao.

ASR‘[

Figura 69. Parti¢Oes sobre a curva C, agora destacando os vetores normais.

L
Definimos o Fluxo de F sobre a curva C como a soma de todas essas parcelas e

aplicando o limite na partigdo.

N
Fluxo = 1}111)130 Z{ F-iiAs,.

Utilizando a notagdo de integrais, obtemos a Equagédo 6.3.
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Fluxo = f E - itds.
c

(6.3)

Para resolver esta integral, é necessdario utilizar a parametriza¢do da curva C.

Observe que a curva C esta no plano x X y. O vetor 7 é o vetor normal ao vetor

= e e > .
tangente T e que pertence ao plano x X y. Por definigdo, o vetor 7 é escolhido de

forma que fique ao lado direito do vetor T, levando em consideracéo o sentido de

deslocamento sobre a curva C que inicia em #{t;) e vai em dire¢do a {ts). Como é

possivel observar na Figura 70, podemos utilizar o seguinte cdlculo para obter o

vetor 7.
- Z_) ]._) Iz / ’
- g 't g 7
i=Txk= 1’_)() Xk = _)1 x oy 0 :>ﬁ:(y_) x).
IFoI 1IP0I, | 7ol
Z
X

Figura 70. Produto vetorial sendo utilizado para obter 7.

Substituindo na equagédo 6.3, obtemos:

, ‘s ‘1), =x'(1), -
fP%%=j‘Umamm@mmmmygléiﬂhmwm:
; . POl

R tf tf
F-#ids = , "(t)dt — , "(t)dt.
fc nas j; fx (@), y(@)y' (t)dt I g(x(t), y())x'(t)dt
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Desta forma, conseguimos obter a Equacao 6.4.

fﬁ fids = ff(x, y)dy — g(x, y)dx. (6.4)
C C

(FLUXO SOBRE A CURVA C)

Exemplo 6.1. Calcule o Fluxo e o Escoamento do campo Jaf (x, y) = (x> + y*,2xy) ao
longo da curva C, no qual C admite a parametrizagdo #{t) = (cos(t), sen(t)) para
tel0,5

Resolu¢ao:
Para o Escoamento:

ff.fds
C

F(x y) - T(x y)ds

- 2, .2
= ‘[C(x +y)dx+£2xydy

f : (e + y(0?) ' (B)dt + f : 2x(t)y(t)y' (t)dt

0 0

f E(Cos(if))2 + (sen(t))?(— sen(t))dt
0

+ jo' ? 2 cos(t) sen(t)(cos(t))dt = —=

Para o Fluxo:

f E-itds F(x y) - 1i(x, y)ds
c

f fex ydy - f 8(x, y)dx
2 2\ g,
L(x +y)dy £2xydx

f ’ (x(t) + y(®?) y ()t - f ’ 2x(t)y(t)x’ ()dt

0 0

NI

f (cos(t))? + (sen(t))*(cos(t))dt
0

— f 2 2 cos(t) sen(t)(—sen(t))dt = =

0
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Exemplo 6.2. Calcule o Fluxo e o Escoamento do campo F(x, y) = (-y, x) ao longo

da curva C, que admite a parametrizagdo #{t) = ((3?)2, 8= t) parat € [0,3].

Resolu¢ao:

Para o Escoamento:

fﬁ.m
C

F(x K T(x y)ds

f SO y)dx + f g(x, y)dy

fc 3—ydx+ fc xdy 3

fo | —y(H)x' (t)dt + j; x(t)y' (t)dt

- fo—(3—t)((—( 1))dt f(?’ (=1)dt

= 3.

Para o Fluxo:

fﬁ-ﬁds
C

F(x y) - 7i(x, y)ds

ff(xydy fgx y)dx

f —ydy - f xdx

f —y(H)y'(t)dt - f x(£)x’ (t)dt
f—(3—t( 1)dt - f@_t)z( (3_t)( 1))

= O.
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6.3 Densidade de Rotacao

. = , .
Considere um campo de vetores F : A € R* - R?, no qual A é um conjunto
aberto. Considere C uma curva fechada, simples em A que contém em seu interior

o ponto (xo, o). Seja R o interior de C.

T

Figura 71. Campo F juntamente com a regido R que possui contorno C.

Suponha que o campo de vetores representa a velocidade de um fluido em mo-
vimento e que o Escoamento sobre a curva C ndo é nulo. Tal como a Figura 71.
Ao deixar um pequeno objeto em cima do ponto (xg, o) e interior a C é de se
esperar que esse objeto gire. E claro que para girar também é necessario analisar
o interior de C. Na verdade é isso que a densidade de rotagdo faz. O célculo da
densidade de rotagdo em um ponto (x, o) é definido da seguinte forma: escolha
uma curva fechada que inclua o ponto. Calcule o Escoamento sobre essa curva e
depois divida pela drea limitada pela curva. Depois escolha as curvas e, conse-
quentemente, as dreas, cada vez menores. O limite serd a densidade de rotagao.

Utilizando linguagem matematica, essa defini¢do representada pela Equagdo 6.5.

. - T 1 g d
Densidade de Rotagédo = }215)1‘6 an P F-Tds. (6.5)

Supondo que esse limite existe, o cdlculo pode ser feito de vérias formas. Uma

delas é escolher de forma apropriada a curva C. Considere C retangular, com

arestas Ax e Ay. Conforme ilustra a Figura 72.
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", y
A AAAAt g T )
m‘“ ;{/“«/’ - N\
7t ,,“ T =(-1,0)
o A . P -
A14,<44 44 fy;,{f d4444
' ot e 4 73 = — jut (7.4 +%0)
{ 44,/':: ,”:V:':'; T - (O, 1)l Ay '(0(0(
. " o ad Az
B g > L
T s T = (1,0)

Figura 72. Curva C retangular.

Por defini¢do, consideramos que o sentido de rotagdo positivo é o sentido anti-

horario. Geometricamente temos que

1 5 o E t b
56 B Tds= lim scoamento sobre C
A(R) C Ax,Ay—0

AxAy

O elemento de area escolhido é retangular e extremamente pequeno. Podemos

5
considerar que sobre cada aresta ndo hd variagdo do campo F.

® Calculando o Escoamento sobre curva C.

b
C

ids ~ o+ 5 y0) - (0, DAy + Foxo = 55, y0)- 0, -D)Ay+

S Ay N Ay
F(xo, yo + 7) (=1,0)Ax + F(xo, yo — 7) -(1,0)Ax

X

Ax Ax
(8(Xo + 7,}/0) — g(xo — 7/1/0)) Ay+

A A
- ftso 0+ )+ oo - ) ax

N g(xo + & > Yo) — §(xo — %, Yo) 3
- i Ax
f(xo, yo + %) — f(xo0, yo — %)
Ay AxAy.
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No limite temos a igualdade:

g(xO + %1 yO) - g(xo - %/ yO) _
Ax

(f(xof Yo+ %) — f(xo, vo — %)]

lim OF-Tds= lim
AR)—-0 Je A(R)—0

Ay AxAy.

® Densidade de Rotacao em um ponto.

Como A(R) = AxAy, temos:

1 = =2
li F-T
aim AxAygg as

g(xo+55,y0)—g(x0— 5 o) Fxo,yo+ 3~ fxo,o-3L)
(et o) (Joosm B )| peacy
Ax,Ay—0 W

8+ 5, y0) — (o = 5 y0) ) [ fo, 90+ ) — flo 0= )
Ax Ay

) )
= a—i(xo, Yo) — a—i(xol Yo)-

Observe que esta expressdo é a terceira componente do rotacional, quando consi-
-
derando o campo F = ( f.8 0).

L o a9y of
(VXﬁ)'k:a—i—a—y.

Por fim, a Equacdo 6.6 representa a densidade de rotacdo que o campo F gera no
ponto de coordenadas (x, v).

X 1 5 > _ 8g 8f (e -

Observagao: O esboco do vetor
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pode ser observado na Figura 73. O sentido de orientacdo da curva e do vetor

estdo em harmonia com a regra da mao direita.

99 _Of\¢
or Oy

Figura 73. Harmonico com relacdo a regra da mdo direita.

6.4 Densidade de Fluxo

A Densidade de Fluxo, assim como o Fluxo, estd associado a for¢as normais.
Podemos pensar que a Densidade de Fluxo ira contabilizar se em um dado ponto
(%0, ¥0) ha Fluxo entrando, saindo ou simplesmente ndo ha Fluxo. A ideia é
analisar uma regido (4rea se for em R? ou volume se for em R® ) que engloba o
ponto. Verificar a quantidade de Fluxo que entra pela superficie menos a que sai,
depois dividir esse resultado pelo valor da drea (ou volume) do elemento e tomar

o limite reduzindo a drea (ou volume).

Sejam A C R? um aberto e F:A - R>um campo de vetores. Considere
também a curva C, que estd contida em A, que é suave, fechada, simples e que
possui interior R. Por fim, considere (xo, 1y) € R. A Figura 74 mostra o esbogo

deste contexto.

Figura 74. Esbo¢o do campo Fe regido R de contorno C.

Entdo, por definigdo, a Densidade de Fluxo é obtida pela Equagao 6.7.
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Densidade de Fluxo = }{1{)1(} ﬁ 56; F - iids. (6.7)
Nesta equagdo, A(R) é a drea da regido R e 77 é um vetor ortonormal ao contorno C
que aponta para fora da regido. Supondo que o limite existe, podemos calcular o
valor desta integral sem resolvé-la diretamente. Para isto escolhemos a geometria
retangular para a curva C afim de facilitar os cdlculos. Mais precisamente, faremos
A(R) = AxAy. Isto é

1 9§ B.ids— Lim Fluxo sobre C
A(R) C - Ax,Ay—0 AXA]/

Observacgado: Por definicdo considera-se Fluxo positivo o que sai do elemento de

drea e, consequentemente, negativo aquele que entra.

@ Calculando o Fluxo sobre curva C.
Suponha uma curva que seja suficientemente pequena de forma que seja pos-
. ~ . . ~ = .
sivel considerar que nao existe variagdo do campo F sobre as arestas, como ilustra

a Equacao 75.
i = (0,1)}
AAAAA
Ay ; (o, yo)|-
MR S224 00
A= (1,00 —x— =10
i=(0,-1)|

Figura 75. Variacdo do campo sobre as arestas.

O calculo do Fluxo pode ser obtido da seguinte maneira:
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56 F-iids ~ Fxo + % yo) - (1,0)Ay + F(xo - % yo) - (=1, 0)Ay+
C

af Ay > Ay
F(xo, yo + 7) (0, 1)Ax + F(xo, yo — 7) (0, -1)Ax

< (Fn+ 5w = fro - 50 A+

g(xo, Yo + 7) — g(x0, yo — 7) Ax

i [ Lo 0= ),
C

Ay
Ay Ay
8o, Yo + 3) = 8(x0, Yo = F)
( Ax AxAy
No limite temos a igualdade.
- + &, _ _ &,
lim E.-dds = lim [(f(xo > yO) f(xo > yO)]+
AR)—-0 Je A(R)—0 Ay
Ay Ay
X0, + =) — o(Xxp, S
[g( 0, Yo+ 3 )Axg( 0 Yo — 3 )] Ay

@ Densidade do Fluxo em um ponto.
Como A(R) = AxAy

lim E-iids
AR—0 J¢&

Ax

Flxo+ 55 y0)—f(xo— 5, yo) 8o, yo+ 3)—g(xo,v0—3)
[( : Ay ) ) + ( e - W
Ax,Ay—0 w

= lim
Ax,Ay—0

fo + 5 y0) = o= 5, 90) | (&G0, 30 +5) — 860,40 = F)
Ay Ax

d J
= %(xo, Yo) + 8_§(x0' Yo)
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Observe que a tltima expressdo é o divergente. Isto €,

- d J
(V ) ﬁ) (x0, Yo) = a—i(xmyo) + ﬁ(’%' Yo)-

Ou seja, a Densidade de Fluxo relativa ao ponto (x, y) é dada pela Equacéo 6.8.

limL f-ﬁds—a—f+§—§-f (6.8)
rR—0 A(R) J¢ ~dx  dy ' '
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Capitulo

Teorema de Green

Seja C uma curva suave, simples e fechada em R?, delimitando uma regidoR e
orientada no sentido anti-horério (isto é, foi parametrizada desta maneira). Além

. ;. . = 2
disso, a curva C estd imersa em um campo vetorial F : A € R> —» R? no qual A é

um aberto que contém C e Jaf (x,y) = ( flx,v), g, y)). Como ja estudamos anterior-
mente, o Escoamento de F sobre a curva fechada C pode ser obtida resolvendo a
integral 95 F-Tds.

C

Agora imagine que o interior da curva C é subdividida em quadrados idénti-
cos, conforme ilustra a Figura 76.
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Figura 76. Regido R subdividida em quadrados.

Cada quadrado é uma pequena curva fechada e todas essas curvas estdo
orientadas no sentido anti-hordrio. Note que arestas adjacentes de quadrados
diferentes possuem sentidos opostos. Ao calcular o Escoamento de duas destas

curvas adjacentes e quadradas as integrais sobre as arestas adjacentes irdo se
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cancelar, uma vez que sdo iguais exceto o sentido de integracdo. Isso se repetird

N
em todas as arestas que forem adjacentes. Isto é, ao somar o Escoamento de F
sobre todas as curvas quadradas no interior de C teremos aproximadamente o

Escoamento de F sobre C.

Sﬁ;ﬁ-fdszzi:zjv‘géf-fds

no qual os indices i e j sdo utilizados para localizar os quadrados. Podemos
multiplicar e dividir pela area dos quadrados (AxAy), obtendo

2> - 1 > -
Sﬁc‘F-TdszZ‘Zj:AxAySQF-TdSAxAy

Tomando o limite Ax, Ay — 0 observamos que:

1. a quantidade de subdivisdes aumenta, isto é, a drea dos quadrados diminui

de tamanho e eles aumentam em quantidade;

2. o somatoério duplo passa a ser representado pela integral dupla, pois serad

uma soma infinitesimal;

~ 1 > o - 5 o . .
3. a expressdo AvAy 955 F - Tds converge para (V X F) - k, pois é a densidade de

rotagdo (secdo 6.3);
4. a area AxAy converge para o diferencial de drea dA = dxdy;

5. a aproximacdo passa a ser uma igualdade.

Portanto,
951?. Tds = f (V x F) - kdA. (7.1)
c R

Equivalentemente,

ﬁfdx + gdy = ff % _ 8_f (7.2)

. . (o = .
Isso significa que o valor do Escoamento de F sobre a curva C é igual a soma das
Densidades de Escoamento dos pontos interiores a curva. Quando esses conceitos

ficarem claros, serd possivel observar que o teorema é bastante intuitivo.
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. , o1 . =
De maneira andloga, utilizando os conceitos de Fluxo de F sobre a curva

fechada C e de Densidade de Fluxo de F em um ponto. Veja a Figura 77.

T//ﬁ

e
T

Figura 77. Arestas adjacentes

Sgﬁ-ﬁds:ffﬁﬁcm (7.3)
C R

Outra forma de obter a equagdo 7.3 é substituir na equagdo 7.2 “f por —¢” e “g

\

T

ﬁ

T

E possivel concluir que

por f”. Desta forma, obtemos que

dx + fd a—f—MdA
95( )dx + fdy = ff
56 Fdy - gdx = f f =+ agdA (7.4)

Equivalentemente, pela equagdo 7.5,

Sgﬁﬁds = ffﬁ-ﬁdA. (7.5)
C R

Teorema 7.1. (Teorema de Green)

Sejamﬁ : A C R* - R?*um campo de vetores tal que Ex, y) = (f(x, v),8(x, v))
cujas componentes possuem derivadas parciais e C uma curva simples,
suave e fechada, contida em A, na qual R ¢é a regido interna a esta curva.
Entéo,

9513 Tds—ffoF kiA o 9§fdx+gdy ffa_g_a_f
9513 nds—ffv BiA o 9§fdy gdx—ffa &gdA
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Exemplo 7.1. Considere a integral SE (x* = y)dx +(x)dy, no qual C é a curva descrita
C

pela imagem abaixo.

Y 2yt =42

oDy
N

Determine o valor da integral acima enunciada utilizando o Teorema de Green.

Resolugdo: Segundo o Teorema de Green

Séfdx+gdy=f£§—f—§—£dA
Séé(xz—y)dx+(x)dy: fjl;(l)—(—l)dA :ZJ];dA.

A integral dupla geometricamente representa a drea do circulo (pois o integrando
é 1). Isto é, f fR dA = mi4? e, consequentemente, 2 f fR dA = 32m. Mas também
podemos calcular utilizando coordenadas polares.

(x* — y)dx + (x)dy = (1) -(-1)dA =2 dA
C R R
- 2L2nj:rdrd9 - 2j;2n r2—2|zd6
42

2n
=2—0 .= 4’2 — 0) = 3271

2

Portanto,
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Capitulo 8

Superficies

Neste capitulo vamos estudar parametrizag¢des e cdlculo de area de superficies.

8.1 Parametrizacao de superficies

Exemplo 8.1. Considere a funcdo vetorial 7: R> — R®, no qual
Au,v) = (v, cos(u), sen(u)).

Quando v é fixo a variagdo de u gera circunferéncias unitarias paralelas ao plano yx
z. Para gerar uma circunferéncia completa basta u variar entre 0 e 27. Isso acontece
para qualquer valor de v. Observe que neste caso v determina a localiza¢do da
circunferéncia sobre o eixo x. Ao considerar u € [0,27t] e v € [0,5] teremos
um cilindro concéntrico ao eixo x de diametro 2 e altura 5. Com a restri¢do de
dominio 7 : ([0,27] X [0,5]) € R*> — RR® a fungdo vetorial definida por Hu,v) =

(v, cos(u), sen(u)) é uma parametrizacdo de um cilindro. Veja a Figura 78.

z(u,v)

v (u,v) = (v, cos(u), sen(u))

y(u,v)

2 xu, v)

Figura 78. Parametrizagdo de uma superficie cilindrica.
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Exemplo 8.2. Considere a funcdo 7: ([0,27] X [0,2]) € R? - R? definida por
Au,v) = (vcos(u), vsen(u), v°).

Quando v é fixo a variacdo de u gera circunferéncias de raio v paralelos ao plano
x X y. A altura destas circunferéncias é v*. Como a variagdo de v esta restrita de 0
a 2 haverd uma sequéncia de circunferéncias crescentes neste intervalo. Fixando
u = 0 tem-se {0,v) = (v,0,v%). A imagem desta curva é uma parabola sobre o
plano x X z. Ao fixar u # 0 também tem-se uma parabola, porém rotacionada.

Essa fungdo define uma parametrizagdo para o paraboldide. Veja a Figura 79.

v (u,v) = (v cos(u),vsen(u),vQ)

Figura 79. Parametrizacdo de uma superficie parabdlica.
Exemplo 8.3. Seja 7: ([0,27] X [0, 1]) € R? — R? definida por
Au,v) = (vcos(u), v, vsen(u)).

Para cada v fixo, u varia de 0 a 27t. A altura destas circunferéncias com relagdo ao
plano x X z é v. Haverd uma sequéncia de circunferéncias crescentes no intervalo

de 0 a 1. Essa fungdo define uma parametrizagdo para o cone. Veja a Figura 80.

(u,v) = (v cos(u), v,vsen(u)) 4 2(u,v)

Figura 80. Parametrizacdo de uma superficie conica.
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Exemplo 8.4. Seja 7: ([0,27] x [0.5,2]) € R? - R? definida por

Au,v) = (% cos(u1), % sen(u), v).

Para cada v, a variagdo de u de 0 & 27 gera circunferéncias de raio . A altura
destas circunferéncias com relagdo ao plano x X y é v. A variacdo de v gera uma
sequéncia de circunferéncias de raios decrescentes. Fixando u = 0 temos que
A0,v) = (%,O, v). Observe que a imagem dessa curva é um ramo de hipérbole
o plano x X z. Ao fixar u # 0 teremos também um ramo de hipérbole, porém
rotacionado. Essa funcdo define uma parametrizacdo para uma superficie obtida

pela rotagdo de um ramo de hipérbole. Veja a Figura 81.

Figura 81. Parametrizacdo da superficie, que é a rotacdo de um ramo de hipérbole.
Exemplo 8.5. Seja 7': ([0, 1] x [0, Z]) € R? — R? definida por
Au,v) = (sen(v) cos(u), sen(v) sen(u), cos(v)).

Essa fungdo vetorial é uma parametrizacdo para a seguinte segdo esférica. Veja a
Figura 82.

v (u,v) = (Cos(u)sen(v),sen(u)sen(v), cos(v))

vl

sY

Figura 82. Parametrizagdo da superficie que é uma segdo da esfera.
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Exemplo 8.6. Entre as superficies cldssicas, ndo poderia faltar a esfera. Vejamos
entdo a funcdo vetorial 7: ([0, 27t] X [0, t]) € R? — R® definida por

(1, v) = (sen(v) cos(u), sen(v) sen(u), cos(v)).

Essa fungéo vetorial é uma parametrizacéo para a esfera unitaria. E importante
tentar visualizar essa parametrizagdo. Vamos iniciar como nos exemplos ante-
riores, fixando a varidvel v. A variacdo de u de 0 a 27t gera circunferéncias de
raio sen(v) paralelos ao plano x X y e esses circunferéncias possuem altura cos(v)
com relagdo ao plano x X y. Quando v = 0, temos um circulo de raio 0 e altura
1. Variando v no intervalo (0, 7), conforme v cresce o raio do circulo aumenta e
sua altura diminui. Quando v = 7 temos um circulo de raio 1 e altura 0. Agora,
enquanto v cresce entre 7 e 7 0 raio do circulo comega a diminuir e a altura do
circulo também diminui. Quando v = 7 o circulo novamente tera raio 0, mas
agora altura —1. Para garantir que essa superficie é de fato um circulo, podemos
verificar que a distancia entre qualquer ponto sobre a superficie e a origem do
sistema é exatamente igual a 1. Verifique que dado (u,v) € [0,2n] X [0, 7t] vale a
igualdade [Au,v) — (0,0,0)| = 1. Veja a Figura 83.

z(u,v)

v (u,v) = (cos(u)sen(v),sen(u)sen(v), cos(v))

y(u,v)

27 u x(u,v)

Figura 83. Parametrizacdo da superficie esférica.
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8.2 Area de superficies

Considere uma fungéo vetorial 7: R € R*> - R®. A fungdo vetorial 7 possui
duas varidveis independentes que sdo u e v e trés varidveis dependentes que sado
x(u,v), y(u,v) e z(u, v), isto é,

Au,v) = (x(u, v), y(u,v),z(u, v)).

Fixemos um ponto do dominio R, digamos (1, vp). A fungdo vetorial ird associar
esse ponto ao ponto (x(uo, o), Y(1o, Vo), z(Uo, vo)) que estd no espago R®. Ao fazer
isso com todos os pontos do dominio R, um conjunto de pontos no espago R*
serd formado. Esse conjunto de pontos em R® define uma superficie a qual
chamaremos de superficie S. Localize o ponto {1y, vp) no espago. Imagine apenas
uma das varidveis independentes fixa e a outra com pequenas varia¢des. Por
exemplo, considere 1, fixo e v tendo pequenas varia¢des. Logo apds pense ao
contrdrio, agora vy fixo e u varia. Em cada uma dessas duas situag¢des, a imagem
de 7deve ser uma curva no espago R®. Essas duas curvas tem o ponto /i, vp) em

comum, logo devem se cruzar. A Figura 84 ilustra a situagdo.

z(u,v)

Figura 84. Imagens geradas pela fungéo 7.

Para determinar a drea de uma superficie usaremos a nogdo de limite. Deve-
mos pensar numa particdo sobre a superficie, ou seja, subdividir a superficie em
pequenos pedagos. Para isso, criamos uma parti¢do sobre o dominio R e essa
particdo, através da fungado vetorial 7, gera uma parti¢do sobre a superficie 5. A

Figura 85 ilustra a situagéo.
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FiRCR> RS 17w
Aai,j

1
/l)A

1T J Y(u,v)
R| \ L 4

U u
r(u,v)

Figura 85. Elemento de &drea retangular AA;; no plano uv é mapeado sobre um
elemento de &drea curvilineo Ag; ; em S.

Queremos encontrar uma expressao que determina o valor aproximado da area
de cada elemento de drea curvilineo Ao;; e depois somar todos. Observe que é
possivel aproximar cada elemento de area por uma segdo plana, ou seja, fazer

uma aproximagcao linear da parti¢do. Veja a Figura 86.

Elemento de drea da superficie (Ao; ;) .

Secao do plano tangente.

Figura 86. Elemento de area curvilinea sendo aproximado por um elemento de
area plano.

Quanto menor for o elemento de drea melhor serd a aproximagdo. Mas como

obter essas aproximagdes? Suponha que o ponto (vetor posi¢do) H{u;, v;) seja um
: irVj ]

vértice do elemento de drea Ao;;. As duas arestas de Ag;; sdo determinadas por

variacoes, isto é:
* “Aresta u” é a variagdo de f{u;, v;) até f{u; + Au;, v;), no qual Au; = Ui — u;;
* “Aresta v” é a variacdo de 7{u;, v;) até Au, vj + Avj), no qual Av; = v, — ;.

Considerando Au; e Av; extremamente pequenos € razodvel estimar que

X

“Aresta u” i + Auy, v) — 1w, v)) e

“Arestav” =~ Au;,v;+ Avj) — 1w, v)).
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Veja a Figura 87.

/?(:/,I,'. U; + A{,'j‘)

(u; + Aug, v;) — 7w, v))

Figura 87. Arestas aproximadas pelos vetores.

Além disso,

E(u- ) = lim Au; + Au, vj) — Hu;, vj)
(91/[ vl B Au;—0 AMZ‘ !
a—?(u‘ v) = lim i, v; + Av) — Hu;, vj)
dv- " Ao—0 Av; '
Portanto,
i)(u- U.) N 17)(1/11‘ + Au;, ZJ]') - 17)(1/11', U]‘)
ou " Au; ’
a_?(u‘ o) ~ ui, v; + Avj) = Hu, v))
ov- T Av; '

Com isso, temos

-

5 J
Au; + Auj, vj) — fu;, v) = (é(ui/ Uj)) Auj,

a—)
17)(1/{1', v+ AU]') - 17)(141', Z)]') X (a—;(ui, Z)]')) AU]'.

Ou seja,
a—)
“Arestau” = (a—;(ui, vj)) Au;,
8—)
“Arestav”’ = (a—;(ui, v]-)) Av;.
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A drea AP; ; do paralelogramo formado pelas arestas “Aresta u” e “Aresta v” pode

ser obtido através do produto vetorial
AP;; = ||”Aresta u” x “Aresta v”|.

Portanto,

APZ',]' ~

or or
(E(ui, U])) Au; X (%(Mi, U])) AU]' .

Como AP;; = Ac; j, concluimos que

or or
(i(u,', v») X (a—;wi, v»)

A Figura 88 mostra geometricamente esta relagao.

i

AGZ',]' ~ AM{AU]‘.

or or
%(Uz‘ava‘) X %(Un%‘)

a,T‘
0—; (’U,l‘ y Uj ) A’Ui

(ui, vj)

Figura 88. A area pode ser obtida pelo médulo do produto vetorial.

A drea da superficie S, que serd chamada de A(S), pode ser aproximada pela

soma de todos Ag; ;.

TR WIS H)
i j i j

Quando a quantidade de parti¢des tende ao infinito, a Equagdo 8.1 converge para

i

A integral f fs do pode ser entendida como sendo a soma de todos os elementos

ou Jdv

‘(87(%, ZJ]')) 9 (&F(ui, Z)]'))

‘ Al/liAU]‘. (81)

or or

infinitesimais do sobre a superficie S, resultando na drea de S. A Equagdo 8.3 é

obtida.
o= Jfo ]
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Observacao: Quando a regido R é retangular, obtemos

Ufznal ufmal
wo- [ [

Uinicial Uinicial

8r 8r Judo.

Exemplo 8.7. Calcule a 4rea lateral do Cilindro, no qual a parametrizagdo é
Au,v) = (3cos(u),3sen(u),v), u € [0,2n] e v € [0, 7].

Resolu¢do: Chamando a superficie do cilindro de S, podemos escrever

A(S) =

do =
s

no qual:

-

I g—;(u, Z)) = (—3 SGH(M),3COS(M), 0),

-

or
[’ 2 %(H, Z)) = (0, O; 1)/

S 3—5 X g—z}j = (3 COS(M),?) Sen(u)/ O)/

o o IF
8ux

[ 2 %

=3

Além disso, a regido R é tal que u € [0,2n] e v € [0, 7]. Portanto,

A(S) = ff f f 3dvdu = 421 u.a.

81’
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8.3 Integrais de superficies

Seja S uma superficie em R® e f : S — RR. Definimos a integral de superficie
pela Equacdo 8.4.

f j; f(x,y,z)do = f fR f (x(u, v), y(u, ), z(u, v))

A maneira de resolver essas integrais é semelhante aquela vista na secdo ante-

or or

rior. Vimos que para calcular uma integral da forma do é necessdrio de-
s
terminar uma parametrizagdo para a superficie S. Uma integral de superficie
ﬂ f(x,y,z)do admite resolugdo de forma andloga. Encontramos uma parame-
S

trizagdo para a superficie S e utilizamos essa parametrizacdo na fungédo f(x, y,z)

também. Os exemplos a seguir ajudam a compreender esse método de resolucao.

Exemplo 8.8. Calcule f f x*do, no qual S é a superficie da esfera unitaria.
S

Resolugao:

A superficie da esfera unitaria pode ser parametrizada pela funcao vetorial

(u, v) = (sen(v) cos(u), sen(v) sen(u), cos(v))

no qual u € [0,2n) e v € [0, ]. Portanto,

or or
29 _ 212w 2
ff; x“do = f R(sen(v) cos(u)) 5 X 3 dA,
onde
or
% (—sen(v) sen(u), sen(v) cos(u), 0),
or
3% - (cos(v) cos(u), cos(v) sen(u), — sen(v)).
, ar ol
Calculo de %X%H
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i i k
g X g =| —sen(v)sen(u) sen(v)cos(u) 0
cos(v) cos(u) cos(v)sen(u) —sen(v)
%) X g = (- sen®(v) cos(u), — sen?(v) sen(u), cos(v) sen(v))
i) X i) = \/(— sen?(v) cos(u))? + (— sen?(v) sen(u))? + (cos(v) sen(v))?
Jdu Jdv
%) X 3—: = | sen(v)|.

Como v € [0, ] entdo | sen(v)| = sen(v). Portanto,

f L x’do = f fR (sen(v) cos(u))? sen(v)dA

270 T
= f f (sen(v) cos(u))? sen(v)dvdu
0 Jo

271 e
= ( f cosz(u)du) ( f sen*(v) sen(v)dv)
0 0
S cos(Zu)) ( " ) )
= —_— ]. - d
( j(: 5 L (1 — cos“(v)) sen(v)dov

== (8.5)

95



TOPICOS DE CALCULO VETORIAL

Exemplo 8.9. Seja S a secdo de plano determinada no primeiro octante pela equa-

cdlox+y=1noqualze€[0,1]. Se f(x,y,z) = x — y — z, calcule fff(x,y,z)do.
S

Resolu¢ao:

A superficie pode ser parametrizada pela fungao vetorial Au,v) = (1,1 — u,v)

comu €[0,1]ewv €[0,1]. Obs: R = [0, 1] x [0, 1]. Portanto,
ffx— —z)da—f ()= (1 —u)- (v)‘ar 81’
ff(x Y- z)da—f Qu —
noqualg— 1,-1 O)e& (0,0,1).
or &r
Célculo de Y 80
i 7k
or or
%x%— 1 -1 0|=(-1,-1,0)
0 0 1
or 81’
ou 80 = V2
Logo,
fff(x y,z)do—f (Zu—v—l) r ”dA

:LfO(Zu—v—l)ﬁdudv

W2

==
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Capitulo 9

Generalizac¢oes

No capitulo 6 estudamos os conceitos de Escoamento e Fluxo no caso bidi-
mensional. Logo ap6s, foram definidos os conceitos de Densidade Rotagao e
Densidade de Fluxo, ainda no caso bidimensional. Neste capitulo, faremos a
generalizacdo dos conceitos de Densidade de Rotagdo e Fluxo para o caso tridi-

mensional.

9.1 Densidade de Rotacao tridimensional

No caso bidimensional, a Densidade de Rotac¢do no ponto P foi definida por

E t b
Densidade de Rotagdoem P = lim SCOamEnto Sobre a curva
A(R)—0 A(R)

no qual A(R) é a drea da regido planar que contém o ponto P e C é curva que define
a fronteira da regido R. Vimos também que a integral F - Tds é o Escoamento

C
do campo sobre a curva C. A Densidade de Rotacdo no ponto P foi definido na
Equacéo 6.5.

Densidade de Rotacdoem P = lim F-Tds. (6.5)

AR-0 A(R) J&
Uma defini¢do equivalente é feita para o caso tridimensional. Sejam A C R?® um
conjunto aberto e F:A— R3um campo de vetores. Seja S uma superficie contida
em um conjunto aberto A, que seja uma superficie suave por partes com borda dS
suave por partes e que contenha o ponto P. Definimos a Densidade de Rotac¢io
no ponto P conforme a Equagao 9.1.

Densidade de Rotacdo em P = lim . T"ds, 9.1)

A9)-0 A(S) Jog



TOPICOS DE CALCULO VETORIAL

no qual A(S) é a drea da superficie S. Podemos determinar o valor Densidade
de Rotacdo, Equagdo 9.1, de forma mais simples, sem resolver a integral. A
metodologia que utilizaremos é similar ao caso bidimensional. Seja o campo de
vetores F : R® - R?, no qual

ﬁ(x, Y,z) = (f(x, v,2),8(x,y,2),h(x,y, z)).

A seguir, criamos as curvas retangulares fechadas C,,, C,., C,. paralelas aos planos

coordenados x X v, x X z e y X z, respectivamente, conforme ilustra a Figura 89.

Figura 89. Curvas retangulares com centro P e paralelas aos planos coordenados.

O ponto P é o centro de todas as curvas. E conveniente ficar atento ao sentido
estabelecido para cada caminho. A seguir, faremos:

1. em cada curva, o calculo do Escoamento e da Densidade de Escoamento no
ponto P;

2. arepresentagdo das densidades de Escoamento em forma vetorial;

3. asoma de todas as densidades de Escoamento que estdo em forma vetorial

(consequentemente obtendo o rotacional);

4. a projecdo do rotacional sobre o vetor ortonormal 77 com relagdo a superficie
S no ponto P.

Cabe observar que a escolha dos caminhos C,,, C,. e C,, com a forma retangular
se deve ao fato de estarmos trabalhando no sistema de Coordenadas Cartesianas.
Essa escolha simplifica os célculos. Em R? observamos que a Densidade de Ro-
tacdo estd associada a vetores ortogonais a regido (que é uma se¢do planar). O
mesmo se dard em R®. Estes vetores podem ser projetados nos planos coorde-
nados. Ou seja, vamos determinar a Densidade de Rotacdo paralela aos planos
x Xy, xXzeyxz Uma vez determinadas as projecdes, conseguiremos obter a

Densidade de Rotagao total somando as projecdes.
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. . =
Figura 90. Curvas retangulares imersas no campo vetorial F

Nosso objetivo é calcular a Densidade de Rotagdo relativa a cada um dos
planos. Inicialmente vamos calcular o Escoamento sobre a curva correspondente

ao plano e logo apds vamos calcular a Densidade de Rotagéo.

w Calculando o Escoamento sobre curva C,,

5 o A Ay
95 F-Tds = (x y+ ,2)- (0,0, 1)Az+F(x Y- —,z) (0,0, -1D)Az |+
Cye

(ﬁ(x, y,z+ 72) : (0/ _1/0)Ax + ﬁ(x/ y,z- %) : (O/ 1/0)Ay)

| )
h(xy+—z) h(x,y — —z) Az+

gz + )+ gl yz— ) Ay

- h(x/y'i'%lz)_h(x/y_%lz) _
~ Ay

[g(x Yz F) - gy, z— 5 H AyAz

Az

No limite temos a igualdade:

g g h h 7 _ﬂ/
lim F-Tds = lim [[ (xy+ )A vy -3 Z)]_

y
(g(x,yfz +5) - g(x, v,z - —)H

AYA
Az yaz
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w Densidade de Rotagdo em P, relativo a curva C,,

Como A(R;) = AyAz, temos:

1i 1
im
ARy)-0 A(Ry;) Cye

-

E-Tds

1 -
= li F-Td
Ayil;rLO AyAz Séyz ;

hixy+ 5L 2)-hxy-4 2) Sy, 2+ 5)-g(xy,2- %)
[( 2 > 2 _ 2 — 2 W
= lim
AyAz—0 Ay&

AyAz—0 Ay

gy, z+ %) —glxy,z— %
Az

. l:(h(x/y'i_ %/Z) _h(x/]/— %12)]
= lim —

Jh 8g - > >
—a—y—g—(VXF)'l.

1 -5 > oh Bg - 5 >
li F-Tds=— - —=(VXF)-i.
A(RlygLO A(Ryz) Séyz ( )

Cy-

l

(53

Figura 91. Esboco do vetor (g—’; — g—i)? = [(6 X f) . ;]; Sentido de orientagdo da
curva e vetor estdo em harmonia com a regra da mao direita.
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m Calculando o Escoamento sobre curva C.,

9§ F. Tds~(1—“(x+A ,1,2) - (0,0, 1)Az+P(x—%,y,z)-(0,0,l)Az)+
C

Xz

(F(x Y2+ A—) (1,0,0)Ax + F(x, v,z - %) : (—1,0,0)Ax)

( h(x + — A Y, z)Az + h(x — &, Y, z)Az) +

f(xy,z+AZ) floy,z—% ~
Az

h(x + &5, y,2) — h(x — —, Y,2)
[ )

AxAz

No limite temos a igualdade:

Az
h(x + 2 5 y,2) - h(x—— Y,2)
Ax

lim F.Tds= lim [(f

A(Ryz)—0 Cyz A(Ryxz)—0

Gz + ) - feoyz- % )_

AxAz
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w Densidade de Rotacdo em P, relativo a curva C,,

Como A(R,,) = AxAz, temos:

li !
im
AR:)-0 A(Ryz) Jec,.

-

E-Tds

. 1 5 o
B A}Ezrlo AxAz Séxz F-Tds

f(x,y,z+¥)—f(x,y,z—¥) h(x+ Y,2)— hx——yz)
[ ———

AxAy—0 AxXZ
. [(f(x Y2+ F) - floy,z—-5F )

= lim _

AxAy—0 Az

h(x+ &5, y,2) — h(x — &, y,2)
Ax

8f ah - U

E — g (V X F) .
A(sz)—>0 A(sz) é F-Tds = E = a = (V X F) -]

Figura 92. Esbogo do vetor ( 2 gf’c) j= [(V X f) ﬂ j. Sentido de orientacdo da

0z
curva e vetor estdo em harmonia com a regra da méo direita.
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m Calculando o Escoamento sobre curva C,,

-5 - — Ay — Ay
F-Tds ~|F(x,y + 7,2) -(=1,0,0)Ax + F(x, y — 7,2) -(1,0,0)Ax |+
C

Xy

(F(x A ) .(0,1,00Ay + F(r— —x,y, 7). (0,—1,0)Ay)

( flx, y+— z2)+ f(x,y— A— z))Ax+

Ax
8+ 55, - g(x—j,m)Ay

s+ 5,2 -8l —5,y,2)
Ax

[f(x Y+ 32 - fny - )J

Ay AxAy

No limite temos a igualdade:

- - +_I 7 - _M/ s
lim F-Tds = lim [( set 5y )Axg(x 2 yz)]_

foy+ 3,2 - fxy-22)
Ay

AxAy

103



TOPICOS DE CALCULO VETORIAL

m Densidade de Rotagdo em P, relativo a curva C,,

Como A(R,,) = AxAy, temos:

lim F-Tds
ARyy)—=0 A(Ryy) Cay

1 -5 o
= 1 F-Td
Axil;lo AXAy ﬁw °

g+ ¥ y)-ge-8 )\ _ [ feyrFA-fxy-F2)
IS s ol e | L
= lm

AxAy—0 M

_ g (895 w2 —8 - Ty
_AxAy—>O Ax
fay+32) - firy-2L2)
Ay
_8g 8f_ - 5 o
_g—a—y_(VxP)-k

. 1 - 8g af > N
A(Ilzlxgl—m AR 9§WF. T =0¢ =gy ~ VX Bk

(5~ 3k
Cy

Figura 93. Esbogo do vetor (3—§ — 3_1;) k= [(ﬁ X ﬁ) E]l? Sentido de orientacdo da
curva e vetor estdo em harmonia com a regra da mao direita.

m Somando as Densidades de Rotag¢ao
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Foram determinadas as densidades de rota¢do no ponto P com relagdo aos pla-

lel | oh _ 98\T (2L _ an) 7

nos paralelos aos planos coordenados. Obtemos os vetores o)\ %)ie
g Of\7 .

(a—f - %) k. Somando todos eles, temos como resultado o rotacional (em Coorde-

nadas Cartesianas). A Figura 94 ilustra este resultado.

0z 8xj

(G5 - a)i+ (g 5"

Figura 94. A soma dos vetores parciais resulta no rotacional.

A Densidade de Rotacdo do ponto P pode ser calculada utilizando a Equacdo 9.2.
Densidade de rotagdo do ponto P = (6 X 13‘) -1, 9.2)

= 7 ) .
no qual, 7 é o vetor ortonormal a superficie S no ponto P e que juntamente com
a orientagdo do bordo da superficie esteja em conformidade com regra da méao
direita.

Figura 95. Interpretagdo geométrica da Densidade de Rotacao.

Comparando a Equagao 9.2 com a Equacdo 9.1, obtemos a Equagao 9.3.
lim —— @ F-Tds = (VxF)-ii. 9.3
Aé?lO A(S) J5s ° ( _) " &)

DEeNSIDADE DE EscoaAMENTO EM P € S.
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9.2 Densidade de Fluxo tridimensional

Sejam A € R® um aberto e F : A — R® um campo de vetores. Seja V um ele-
mento de volume que contém o ponto de coordenadas (x, y, z) e seja S a superficie
deste elemento de volume (V). O calculo da Densidade de Fluxo é
Fluxo sobre a superficie(o)

Densidade de Fluxo = %/lir(l) volume(V)

Em linguagem matemadtica,

Densidade de Fluxo = lim 1 f f E - ids.
vo0V o

Podemos proceder de forma equivalente ao caso bidimensional para resolver esta
integral. Fixemos um ponto em (x,1,z) € R® e consideremos um elemento de
volume reto-retdngulo de arestas Ax, Ay e Az. Suponha que o ponto (x, y, z) estd
no centro deste elemento de volume. O elemento de volume estd representado

na Figura 96. A Figura 97 mostra o elemento de volume imerso no campo F.

ii =—(0,1,0) i = (0,1,0)
Az D —+—>
A
Y Az
T n=(0,0,1)
n=—(1,0,0) 1
N
n=(1,0,0) ! i =—(0,0,1)

Figura 96. Dimensdes do elemento de volume e os vetores normais as faces.

ST /

t/
\ \ B / /
\\:\\\ { / ~
~ x> e P T
‘7—‘_,_4&( /’]l = \ e \\\
///'Il ‘ ,\

Figura 97. Elemento de volume imerso no campo de vetores.
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1 Calculando o Fluxo sobre a superficie do elemento de volume (reto-retangulo).

Faces paralelas ao plano y X z:

F(x + — A ,1,2)-(1,0,0)AyAz + ﬁ(x — %, v,z)-(=1,0,0)AyAz =

flx + , y, 2)AyAz — f(x — &, Y, 2)AyAz =

f&+ Y,2) = flx =5, ,2)
Ax
Faces paralelas ao plano x X z:

AxAyAz.

- Ay — Ay
F(x,y+ 7,2) -(0,1,0)AxAz + F(x, y — 7,2) -(0,-1,0)AxAz =

Ay Ay
glx, y + X z)AxAz — g(x, y — —,z)AxAz =

gl y+L,2) - glx,y - 3, 2)
Ay

Faces paralelas ao plano x X y:

AxAyAz.

, A B, A
E(x,y,z + 72) -(0,0,1)AxAy + E(x, y,z - 72) (0,0, -1)AxAy =

h(x,y,z + ¥)AxAy -h(x,y,z - %)AxAy =

h(x,y,z+ %) = h(x,y,z - 5
Az
1 Calculando o valor do elemento de volume (reto-retangulo).

D xAyAz.

V = AxAyAz.

Substituindo na defini¢do de Densidade de Fluxo

Fluxo sobre a superficie(o)
hm F idS = hm
volume(V)

Afe My AL
i (A£+—y+ f)AxAyﬁz
=1 .
Vo0 Axbyhz
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no qual
Ax Ax
Afy = flx+ ?,y,z) - flx— 7,y,z),
Ay Ay
Afy =gx,y+ 7,2) - g(x,y - 7,2),
Az Az
Afz = h(xl %Z + 7) _f(x/]/lz - 7)
Isto é

. 1 2 o . Afx Afy Afz
mVﬂ}M&HﬂM+E+M

af d
_of 98 oh
ox dy Iz
=V-F.
Portanto, obtemos a Equacédo 9.4.
lim= ([ F s =¥ F 9.4
voov )t E s 4

DensIDADE DE FrLuxo EMm P € G.
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Teorema de Gauss

Sejam A C R® um aberto e F:A - R®um campo de vetores. Considere G
um sélido em A, o qual possui superficie fechada, suave por partes e que serd

chamada de S. O sélido G esta imerso no campo F, conforme ilustra a Figura 98.

Figura 98. Esboco do s6lido G imerso no campo F.

Em um ponto interior a G a Densidade de Fluxo pode ser obtida por V.F. Para
uma regido volumétrica 4V que contém esse ponto o Fluxo é V- FdV. Isso porque
consideramos que nesse elemento de volume todos os pontos possuem a mesma
Densidade de Fluxo. Fazendo infinitas subdivisdes de elementos de volumes em
G e somando todas elas temos que o Fluxoem G é
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[[[¥-Fav.

Por outro lado, dois elementos de volumes adjacentes possuem uma face em

comum. Nessa face o fluxo de um elemento anularé a do outro. Note que sobre a
-

face comum, o campo F é o mesmo. No entanto, ao comparar as normais das faces

adjacentes de dois elementos de volume vemos que essas normais terdo mesma

direcdo, porém sentidos opostos. A Figura 99 ilustra este contexto.

NI NI

Figura 99. As integrais nas fronteiras adjacentes sdo canceladas.

Sendo assim, o interior é anulado, restando apenas o Fluxo na superficie S. A

Figura 100 ilustra as faces adjacentes.

Figura 100. A figura a esquerda mostra o fluxo sendo anulado em faces adjacentes.
A figura a direita mostra vetores normais apontando para fora da
superficie.

. , = e~
O campo que atua sobre a superficie é F, mas sabemos que por defini¢do o Fluxo
= . .
é apenas a componente ortogonal de F com relagdo a superficie S. Sendo assim, o
. ;B oo - ey s ..
valor a ser considerado é F-11, onde 11 é o vetor ortogonal e unitario a superficie (que
aponta para fora da superficie). Em uma pequena regido (elemento infinitesimal
. , » = « e .
de 4rea) do da superficie que contém esse ponto o Fluxo é F - 7ido. Subdividindo

a superficie S em infinitos pedagos e somando o Fluxo em todos eles temos

ffﬁ-ﬁda
3
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Acabamos de verificar duas maneiras distintas de calcular o mesmo Fluxo sobre

a superficie fechada G. E evidente que essas quantidades devem ser iguais.

Teorema 10.1 (Teorema de Gauss). Seja F um campo vetorial onde suas
componentes possuem derivadas parciais de primeira ordem continuas, e
seja S uma superficie fechada, orientada e suave por partes. O fluxo de
F através de S na direcdo e sentido do campo normal unitdrio exterior da
superficie 7 é igual a integral de V - F sobre a regido G delimitada pela

ffsﬁ-ﬁda:fﬂ;ﬁ-ﬁdv (10.1)

Observagao: O Teorema de Gauss também é conhecido como Teorema da Diver-

superficie:

géncia, pois V. F=divf.

Exemplo 10.1. Considere a superficie S do s6lido G limitado pelos planos y = 1-x,

y=0,x=0,z=0ez=3eo0campo de vetores ?(x, Yy, z) = (x,4y, yz*). Determine
_)

o valor da integral f fs F -7 do, onde 7 é o vetor normal a superficie S. Use o

teorema de Gauss (Divergéncia).
~ . P ~ - = . o~
Resolugdo: Vamos iniciar calculando o valor da expressdo V - F. Por definigdo,

V?:(a J 9

g,g—y,g)-(x,ély,yf) =1+4+2yz=>5+2yz.

Segundo o teorema da Gauss,

ffsﬁﬁda:fffcﬁ?dv
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Portanto,

ffsf-ﬁda: fff(5+2yz)dv
f f f (5 + 2yz) dydxdz
= f) ‘fo (5y+y22> 'Z:) xdxdz
= f; fol (51 —x) + (1 — x)*z) dxdz

:f3 fl ((5 5x) + (1 - 2x+x2)z)dxdz
0 Jo

dz

5 X 5 dz (§+1z
2 2 Jo \2 3
%z =3

z=0 (125+Z) )=

_15><3+9_45+9_§_9
T 2%x3 6 6 6
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Teorema de Stokes

Vamos iniciar enunciando o Teorema de Stokes e a seguir vamos justifica-lo.

Teorema 11.1 (Stokes). Sejamﬁ : R> - R? um campo de vetores no qual suas
componentes possuem derivadas parciais de primeira ordem continuas, S
uma superficie suave por partes e dS = C o bordo da superficie, também
suave por partes. Entdo o escoamento de F ao longo de C no sentido
anti-horério com relagdo ao vetor normal unitério 7 da superficie é igual a
integral de V x F - i sobre S:

Séf-%:ffs(ﬁxﬁ-ﬁ)da. (11.1)

Iniciamos a nossa investigagcdo pelo lado esquerdo da igualdade 11.1. J&
sabemos que a Sgcf . Tds determina o escoamento do campo F sobre a curva C.
Agora fazemos uma divisdo sobre a superficie S, gerando elementos de drea Ao
conforme o lado direito da Figura 101. O indice i representa a posi¢do do elemento
na linha, enquanto o indice j representa a posi¢do do elemento na coluna. O lado
esquerdo da Figura 101 ajuda a compreender. Note ainda que Z?ﬁl Z‘ﬁil Ao;j =S5,
no qual M e N sdo as quantidades maximas de divisdes feitas nas linhas e colunas,
respectivamente.

Vamos calcular o escoamento sobre o bordo em cada elemento de drea Ao
e depois soméa-los. Observe que quando dois elementos de drea sdo adjacentes
as integrais de linha sobre a aresta adjacente se cancelam. Isso ocorre devido ao
fato das integrais de linha serem idénticas, a menos do sentido de integracdo do

caminho que corresponde a aresta. Novamente a Figura 101 auxilia a visualizacao.
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AOQ)Q

023

Figura 101. Integrais de linha em segmentos adjacentes sdo cancelados.

Efetuando a soma, percebemos que apenas as arestas que ndo sao adjacentes nao

serdo canceladas. Sendo assim, temos que

M N
. 1 > o B
= Jim 3 — 9§Aou E.Tdsha,, (11.3)

Lembre que
1

m
Acjj—0 A(Fl‘,]'

95 F-Tds=(xFE) i,
aAU,‘,]‘

pois é a defini¢do de densidade de rotacéo.
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Figura 102. Interpretacdo geométrica da densidade de rotacado

Continuando a partir da equagdo 11.3

M N
1 >
F-Tds= lim —_— 9§ F-Tds
‘ﬁ MN. HWZZ Ao‘l] QAOU
ff(ﬁxﬁ) it| do.

Desta forma, verificamos a Equacgéo 11.1.

Sﬂﬁ.fdnff(ﬁxﬁ-ﬁ)da. (11.1)
as S

Exemplo 11.1. Use o Teorema de Stokes para determinar

56 . Tds,
C

no qual T—")(x, y,z) = (3z,4x,2y) e C é a fronteira do paraboldide S, o qual é definido

AG,‘/]‘

pela Figura 103.

Figura 103. Paraboléide S
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Resolugdo: Vamos iniciar observando que esse problema pode ser resolvido de
forma mais fécil utilizando um problema equivalente. O teorema de Stokes, sob
certas condi¢des, garante que uma integral de linha é igual a uma integral dupla.

Em nosso problema, temos que

Sﬁvﬁ-fds:ff(ﬁxﬁ)-ﬁdo.
C S

Observe que utilizando o mesmo contorno C é possivel considerar uma superficie
muito mais simples. Assim, quando calculamos a integral de superficie os calculos
se tornam menores e a resolucdo é obtida mais facilmente. Entdo, considere a

superficie y, conforme ilustra a Figura 104.

Figura 104. Superficies S e y

Mais precisamente,

ggf-fds:ff(ﬁxf)-nf,da:ff(ﬁxf)-n_;da.
C s %

A superficie y é um circulo paralelo ao plano dos eixos coordenados x X y. Sendo
. *z = , e 2 .
assim, ja sabemos que o vetor normal 7, sobre esta superficie é constante. Mais
que isso, sabemos que ﬁy = (0,0,1), pois utilizamos o sentido da orientacdo da
curva C e a regra da méo direita em qualquer sobre a superficie y. Como 7i, é

- -
conhecido, vamos agora calcular V X F.

i j ok

L _ | 9 a J | —

VXF = x 9 |~ (2,—3,4).
3z 4x 2y
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Logo,

(VxE)-1, = (2,-3,4)-(0,0,1) = 4.

Por fim,

‘ggl?-fds:ff(ﬁxf)-n;da
c 4
Y Y

Obs: f fy do = &rea do circulo de raio \/E
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