UNIDADE 2 - Produto Vetorial e Produto Misto

Nesta unidade, estudaremos dois produtos entre vetores: o produto vetorial e o
produto misto. Veremos que o produto vetorial pode ser usado no calculo de areas de
paralelogramos e tridangulos, enquanto que o produto misto pode ser usado no calculo de
volumes de paralelepipedo, prismas e tetraedros, entre outras aplicacdes.

Produto vetorial

Dados dois vetores U = (uq,uy,u3) e ¥ = (vq,v,,3) em R3, definimos o produto
vetorial entre i e ¥ (denotamos por U X ¥) do seguinte modo :

U XU = (ug,up,uz) X (V1,V2,V3) = (UpV3 — U3Vp, UzVy — Uy V3, U Uy — UpVy)

Também podemos escrever,

ixo= (2 ool los il lor vil)
“\lvy vil’lvy v’ vy v,

onde as barras indicam o determinante das matrizes.

Observe que, quando calculamos o produto vetorial entre dois vetores, o resultado
também sera um vetor.

Regra pratica para calcular o produto vetorial u X ¥

Escreva:

Uy Uz us
V1 VU V3

Repita as duas primeiras coordenadas dos vetores, conforme segue:

U Uy Uz U Uy
V1 VUV V3 V1 UV

12 COORDENADA de % X ¥ : multiplique de acordo com as flechas (para a direita, soma

e, para a esquerda, diminui)
Uy 3 U U
%1 2 U1 V2

12 COORDENADADE i X U



22 COORDENADA de 1 X ¥ : multiplique de acordo com as flechas (para a direita, soma

U U 1 U
v Vp 3 7]

Uz. V] — Uy. V3

e, para a esquerda, diminui)

22 COORDENADA DE u X ¥

32 COORDENADA de 1 X ¥ : multiplique de acordo com as flechas (para a direita, soma

Uy Uz us 2
U1 VYV V3

Up.Vy — Uy. Vg

e, para a esquerda, diminui)

32 COORDENADA DE U X ¥

Portanto,

ﬁ X 1_7) = (qu3 - u,3v2 y u,3v1 - u1173 ,u1172 - qu1>
la coorde nada 2a coordenada 3a coordenada

Resumidamente:

12 coordenada

22 coordenada

32 coordenada

Uy
%1

Uy Uz 2
UV, U3

Uy. V3 — U3. Uy

Uz. V] —Uy.V3

Ui.Vy —Uy. Vg

Exemplos: Sejau = (1,3,4), v = (3,—2,6) e p = (4,7,—3), calcular:

a)u X v b) U XU
c)u X p d)v X v
Resolugao

a)uxv=1(134)x(3,-26)

Usando a definicdo

ixi=039xG-20=(3 H.[F 1|

)




UXP=(3.6—4.(-2),43—16,1.(=2) — 3.
k) 8 12 6 =2 K3

Ux?=(18+8,12—6,-2—9)
26 6 -11

ix7=(266-11)

Usando a regra pratica

3)

12 coordenada 22 coordenada 32 coordenada
1 1 3 1 3 3 1 3 4
3 = 3 -2 3 =2 —2 3 -2 >
3.6 —4.(=2) 43—-1.6 1.(-=2)+33
UXV= (3:59—4.(—2), ﬁ — 1\_:_’6,1.(—2) —?:_?’,)
18 -8 12 6 -2 9

Ux?=(18—-(-8),12— 6,—2—9)

Ux?=(18+8,12—6,-2—9)
26 6 -11

ix=(266-11)

b)v xu = (3,—-2,6) x (1,3,4)

Usando a regra pratica

12 coordenada 22 coordenada

32 coordenada

—24-63 6.1 — 3.4 33+ (-2).1
Uxi=((-2).4-63,61-34,33-(=2).1)
-8 18 6 12 9 -2

Pxi=(—8-186-129—(-2))

Pxi=(—8-18,6—12,9+2)
—26 -6 11

B X1 = (—26,— 6,11)




Observe que i X & = (26,6,—11) e ¥ X i = (—26,— 6,11), ouseja, & X ¥ = —(¥ X w).

cuxp=(134)x(47,-3)

Usando a regra pratica

12 coordenada

22 coordenada

32 coordenada

1 1 3 1 3 3 1 3 4
4 3.4 7 4 7 7 4 7 -3
3.(=3)— 47 44—1.(-3) 1.7 - 34
Uxp=3.(-3)—47,44—1.(-3),1.7 — 3.4)
=5 % 16 T3 1z

Uxp

(=9 — 28,16 — (—3),7 — 12)

Uxp=(-9-28,16+3,7—12)
—-37 19 -5

i xp=(-37,19,-5)

d) ¥ X % = (3,-2,6) X (3,—2,6)

Usando a regra pratica

12 coordenada

22 coordenada

32 coordenada

3 = 3 -2
3 5 3 =2

3
3

-2 -2
-2 =2

3 -2 6
3 =2 6 =

(—2).6 — 6.(=2)

6.3 —3.6

3.(-2) - (-2).3

5 X5 = ((-2).6—6.(-2),63 - 3.6,3.(=2) — (=2).3)

—-12

—-12 18 18 -6

-6

BXB=(—12—(—12),18 — 18,—6 — (=6) )

U X

=(-12+12,18-18,-6+6)

0 0




% x % = (0,0,0)

Observagdo: Dados dois vetores U = (uy,u,,uz) e U = (vq,V,,V3), Vimos que o

produto vetorial é dado por:
UX V= (UyV3 — UgVy, UgVy — Uy V3, U Vp — UpVy)
Vamos calcular o produto escalar u. (i X ¥):
U (U X V) = (ug, Uz, Uz) . (UaV3 — UsVa, UgVy — Uy V3, Uy Uy — UpVy)

U (U X D) = uy (Upv3 — uzvy) + up (Usvy — Uy v3) + uz(Uy vy — upvq)

U (U X V) = UgUy Vg — UjU3Vp + UpUs Vg — UpUy Vg + Us Ug Uy — UgUy Vg
Reorganizando os termos,

U (U X V) = UqUyV3 — UplUy V3 — UgUsVy + Uz Uy Uy + UnUsVy — UgUyVy

U Uxv)=0

ou seja, pela condi¢io de ortogonalidade U XV é ortogonal a u. Agora, vamos calcular

v. (U X V):
U.(U X V) = (v, V2,V3) . (UgV3 — U3V, UzVy — Uy V3, Uy Uy — UpVy)

> -

U. (U X V) = v1(Upv3 — UzVy) + Vo (UzVy — UgV3) + V3 (U — Up ;)

V. (U X D) = VU V3 — VU3 Vy + VaUzVy — Uy Vs + Vg UgVy — VUgliy Vg

Reorganizando os termos,
> -
V. (U X V) = VUyV3 — V3U U — ViU Uy + VUV — Uy UgU3 + VU Uy
v.(uxv)=0
. .~ . d a4 bwd .

ou seja, pela condicdo de ortogonalidade u X v é ortogonal a v. Logo, podemos concluir que:

U X v é simultaneamente ortogonalaie av

Geometricamente:

<l
>
<l

<l
<l



Exemplo: Sejam u = (1,3,4) e v = (3,—2,6), pelo exemplo anterior, temos que U X ¥ =
(26,6,—11).

Vamos verificar que U X ¥ e U s3o ortogonais:
i x?) = (1,3,4) .(26,6,—11)

U (U xv) = 126+3.6+4.(-11)
26 18 —44

U(EXD)=26+18—44=0
Logo, U X U é ortogonal a U.
Agora, vamos verificar que i X ¥ e ¥ sd3o ortogonais:
v.(Ux V) =(3,-2,6).(26,6,—11)

U Uxv)= 3.26+ (=2).6 +6.(-11)
78 —-12 —-66

L@AXB)=78-12—-66=0

Logo, U X VU é ortogonal a U. Portanto, U X ¥ é simultaneamente ortogonal a i e a V.

Propriedades do produto vetorial

Sejam 1, ¥ e W vetores em R® e m um nUmero real, entdo, valem as seguintes
propriedades:

AUXV=—(VXU);
BIUX(P+W)=UXV+UXW,
OW+v)xw=>WUxw)+ @ XW);

D)m.(UuXv) = (mu) Xv=uX(m.v);

ol

E) x0=0x1u=0;
Auxd=0;

G) [u x ¥|* = [ul*.|9|* — (W. D)%
H) |u x ¥| = |U].|V]. senb;

As provas das propriedades anteriores seguem da definicdo. No caso da propriedade
(H), usa-se, além da definicdo, a propriedade (G).



Interpretagao geométrica do produto vetorial

0 mddulo do produto vetorial, |t X 7| é igual & drea do paralelogramo definido pelos

— - - =4 ~ .
vetores i = OA e v = OB (ndo colineares).

O
<l
w3

e — -
Areaparalelogramo = |u x 9|

Esse resultado pode ser provado a partir da propriedade |u X ¥| = |u]|.|¥|.sen8 e do
u

célculo da drea de um paralelogramo (base x altura), sendo 0 o 4ngulo entre U e v.

Exemplo: Dados os pontos A(0,1,0), B(1,6,—2) e C(2,—1,3), calcular a area do
paralelogramo definido por A, Be C.

Resolugao

Vamos supor U e ¥ de tal forma que esses vetores tenham representantes com origem

no mesmo ponto. Por exemplo, i = AB e ¥ = AC, ou seja, origem no ponto A.

b
h=S

1
I
o
oo]
I

B—A=(16-2)—(010)=(1-06-1,-2—0) = (1,5 —-2)
P=AC=C-4=(2,-13)-(0,1,00=(2—-0,—-1—1,3—0) = (2,—2,3)

Areaparalelogramo = |u x vl

Vamos calcular U X v

uxv=1(>1,5-2)x(2,-23)

Usando a regra pratica



12 coordenada 22 coordenada 32 coordenada

5.3 —(=2).(=2) (—=2).2-1.3 1.(=2) +5.2

Ux?=(53—-(=2).(=2), (=2).2-1.3,1.(-=2) = 5.2)
5 7 % 3 T3 0

Ux¥=(15-4,-4-3,-2—10)
11 -7 -12

<l

X% =(11,-7,—12)

Agora, vamos calcular U X |

[ X ¥ = /112 + (=7)% + (=12)2 = V121 + 49 + 144 = /314

Logo, a area do paralelogramo é:

Areaparalelogramo =+v31l4u.a.

“u.a.” indica unidade de area.

Produto misto

Dados trés vetores U = (uy, Uy, U3), U = (vy,V,,V3) € W= (Wy,w,,w3) em R3, o
produto misto é definido por % . (¥ X W) e denotado por (w, v, W) .

@TTW) =1.@Bxw) =1 (772 173| U3 171| %1 U2|)
r Nwy wal’lwz wil’lwg wy
U, U3 V3 V1 2
— — —> — -
wv,w=u.(vxw) =u |W2 W3|+u2.|w3 w1|+u3'|w1 W2|

U Uz Uz
=|V1 V2 U3
Wy Wy W3

ou seja, o produto % . (¥ X W) nada mais é que o determinante de uma matriz, cuja 12 linha é
ovetor u (12 vetor), 22 linha é o vetor ¥ (22 vetor) e 32 linha é o vetor w (32 vetor).

Exemplo: Dados os vetores i = (1,2,6), v =(-3,47)e w = (3,5,4), calcular o produto
misto (U, U, w).

0o




[

w

S RN N
SN o

Usando a regra de Sarrus

B i

@, B,Ww) = [1.4.4 +2.7.3+6.(=3). 5] - [6.4.3 +1.7.5+2.(-3).4
—— —— N— N—— —— ~————
16 42 -90 72 35 —24

U, v,w) = [16+42 —90]—[72 + 35— 24] =—-32-83=-115

-18 83

Interpretagdo geométrica do produto misto

— > —

O moédulo do produto misto, | (i, ¥, w)|, é igual ao volume do paralelepipedo definido
pelos vetores i = OA, = OB e W = OC (ndo colineares), ou seja,

VOIumeparalelepipedo = |(u, v, w)l.

Esse resultado pode ser provado a partir do volume do paralelepipedo (area da base x

altura), onde a drea da base é igual ao produto entre | X W| e a altura que é igual a |u|.cos @
A - — -
e 68 o angulo entre os vetores v X W e .

Exemplo: Determine o volume do paralelepipedo definido pelos pontos A(1,—1,3),
B(3,0,3), €(0,2,8) e D(5,51).

Vamos supor i, U e w de tal forma que esses vetores tenham representantes com

origem no mesmo ponto. Por exemplo, U = AB, v = AC e W = AD, ou seja, origem no ponto
A.



i=AB=B-A=(303)-(1,-13)=(3-10-(-1),3-3) = (2,1,0)
BP=AC=C-A=(028)—(1,-13)=(0-12—(-1),8—3) = (-1,3,5)

w= ﬁ)) =D-A=G51)-1,-13)=6-15-(-1),1-3)=(46,—-2)
VOIumeparalelepipedo = |(ﬁ' v, W)l

Vamos calcular (i, v, w)

2 1 0
@v,w)=|-1 3 5
4 6 -2

Usando a regra de Sarrus

W, v,w) = [2.3. (=2) +154+0.(-1).6
—-12 20 0

— 10344256 +1.(-1).(-2)
0 60 2

U, v,w) = [—12+20+0]—[0+60+2] =8—62 = —54.
8 62

Logo, o volume do paralelepipedo é:
- > —
Volumeygratetepipeao = |(U, U, W)| = |-54| = 54u.v.

“u.v.” significa unidade de volume.
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