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UNIDADE V

1 Algumas Aplicacdes da Integral Definida

1.1 Introducéao

Nesta unidade vamos estudar duas aplicacdes Idal&C®iferencial e Integral: o célculo de area
entre curvas e o comprimento de uma curva plaremnog relacionar a area e comprimento de arco com a
integral definida.

1.2 Caélculo de Area e a Integral Definida

Nesta secdo vamos utilizar a integral definida gafcular a 4rea entre duas curvas.

Primeiramente, na se¢do 1.2.1, vamos analisastdgmma da area enunciado na Unidade | [pg. 3].
Em seguida, na secédo 1.2.2, vamos trabalhar o itomieearea entre curvas.

1.2.1 O problema da Area

Nessa secdo, através dd@mas de Riemanmamos relacionar a area entre curvas com a hitegr
Definida. Para comecar, vamos retomar o problenarets enunciado Unidade | [pg. 3], consideranda um
funcdo continua e ndo-negatiyadefinida em um intervalo reék[a,b] . Queremos determinar a area da
regido entre o grafico gée o eixox, parax € [a, b] (Figura 10).

Figura 10
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Seguindo a idéia desenvolvida na Unidade IV, vadiaslir o intervalol=[a,b] em n subintervalos
da seguinte forma:

= Escolhemos n-1 pontos no intervalo &b], por exemplo, X,X,,...,X,, Ccom
a=X, <X <X, <..<X,_, <X,=b. Dividimos R, em n subintervalos fechados
[a, X, 00X, %] [Xo, X ], oo s [ X0, D]
= Chamamos dk-ésimo subintervaloao subintervalo qualquéx, ,, X, , pnde
[Xe1r %] D{[a = Xo, X% ][ X0, %o, [ %50 X1, - [ X, 0= Xn]}'
= O comprimento do k-ésimo subintervaldg, = x, —X,_,.

= Em cada subintervalo selecionamos algum numeronetai®os tal nUmero poc,. Em

seguida, para cada subintervalo, desenhamos unguodtdcom base no eixoe que toca a
curva em(c, , f (c,)), conforme as figuras 11 e 12.

(cpr ()

] ™

-~

Lo olo'olé1l olo1 & - X
Xo=a / Ck /
xl xﬂ=b
Figura 11

Para cada subintervalo, consideramos o prodMpf(c, , que representa a area do k-€simo
retangulo (Figura 12). Por fim somamos esses posdobtendo:

S, = 3 f(c,)O,.
k=1

Esta soma, que depende da escolha dos subinteréaldsamada Soma de Riemann plarao
intervalo[a,b).
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Observe que, com o aumento do nimero de subinbemabu seja, aox,;, — X, («:» AX, - O)os

retangulos vao se aproximando da regido limitadla gigo x, pelas retas verticais=a,x=b e pela curva
y = f(x)(Figura 12) .

(e fley)
(¢, flc,)

P
749\{ ul N,
cad y = f(x)
x0|: e =8 -t x,=b

Figura 12

Lembrando que a area de um retangulo é dada pedatprde sua largura por seu comprimento,
i n
lim > f(c,)Ax,

n-oo k=1

representa a area da regiao entre a cyrvaf (x) e o eixox, parax[a,b].

n b
Na Unidade IV vimos quéim > f(c,)A, = j f (x)dx.
nN-o k=1

Logo, a area da regido entre a cugva f (x) e o0 eixox, parax[a,b] € dada por

b
Area:I f (X)dx
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Observacéo: Método da Antiderivada e Integral Defiida

Pelo método da Antiderivada (Unidade 1), sabequesseA(x) for a area sob o gréafico dee
acima do eixx, parax[a,b] (Figura 2, Unidade 1), entdo

= AY(X) = f(X);
= A(a)=0;
= A(b) é a érea da regido entre a curvgy = f(x) e 0 eixox, para x[a,b] .

Como A'(x) = f(x), entdo A(x) é uma primitiva (ou antiderivada) dé(x). Logo, existe uma
constante de integracd®, tal que A(x) = F(x) +C,, onde F(x)+C representa a familia de primitivas da
funcaof (x). Assim,

F(b)-F(a) = {A(b) -CA] {A(a) —CA} = A(b) - Aa) = A(b) -0 = A(b).

F(b) F(a)

Logo, A(b) =F(b)-F(a) =j2 f (X)dx

Para encerrar esta se¢do, vamos resolver o exeaploidade | [pg. 6] através da integral definida.

Exemplo:
Determine a area sob a cunva x2 no intervalo[1,2] (Figura 13).

29

28

15

i8 .
Arec

=4 -2 a 2 4

X

Figura 13

Resolucao

b 2 3\1>° 53 43
Area:jf(x)dx:J'xzdx:.[xzdx]lz:(X?H :%_1 :g_%:g
a 1
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1.2.2 Area entre Curvas

Nesta secdo, vamos calcular areas de regidesno pbordenado através das funcdes que definem a
fronteira dessas regioes e a Integral Definida.

Considere, entéo, a regiao limitada superiormpateuma funcao continué(x) , inferiormente por
uma fungéo continug(x) , parax[a,b] . Vamos chamar a area de tal regid@d\dEigura 14).

I y I
: y=f(x)
: 4 i
I ¢ .
i y=g(x)
"""""""""""" Fuata

(Extraida de THOMAS, G. B.. Calculo. S&o Paulo: Pearson Addison Wesley, vol. 1 200%.(371)

Vamos aproximar a aréaatravés da soma das areas detangulos obtidos da seguinte forma:

= Dividimos o intervald=[a,b] emn subintervalos fechadds, x,][ X,, X,], [X,, %], ..., [X,1,0 , ]

exatamente como fizemos na Secdo 1.2.1 desta enidadim, o comprimento do k-ésimo
subintervalo éAx, = X, — X,_;.

= Em cada subintervalo selecionamos algum numeronetai®os tal nUmero poc,. Em
seguida, para cada subintervalo, desenhamos ungoédéconforme Figura 15.

&
=

> X
b

I
k—] (8D

1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 | 1

P 1
: e | I
1 AA 1
1 C 1
1 b kl 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1

Figura 15 (Extraida do site http://www.aw-bc.com/ttomas_br/)
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= A area do k-ésimo retangulos®, =[f(c,) - g(c,)]Ax, .

Assim,
A= Zi:[f (c) - g(ck)]AXk .

Com o aumento do numero de subintervalasu seja, aox,_;, — X, (c> AX, - O) a soma das areas
dos retangulos se aproxima cada vez mais dafaileago,

A=lim 3 [1(c,) - el
Mas
im > [1 (6 - a(e.lAx {[f(x)—g(x)]dx.
Portanto,
A:i[f(x)—g(x)]dx.

Podemos, entdo, definir a area entre duas curvas.

Definicdo 1: Area entre Curvas

Se f eg séo fungbes continuas gamb], com f (x) = g(x),0dx[a,b], entdo a area da regido ent
as curvasy = f (x) ey = g(x), parax[a,b] € dada por

A= [[F (- g(0kix

Exemplo I

(Extraido de THOMAS, G. BCalcula Sao Paulo: Pearson Addison Wesley, vol. 1, 20§2372)
Determine a area da regido compreendida entreéagay = 2 - x* e a retay = —x.

Resolucao:
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b
Segundo a Definicdo 1 acima, a &rea procuradaa@m@adA = I[f (x) - g(x)]dx.

Dessa forma, precisamos conhecer os valores @eb, a funcéo f(x) que limita a regido
superiormente e a funcag(x) que limita a regido inferiormente. Para isso, igenos fazer um esboco da
regido. A area da regiao procurada esta reprekentafigura abaixo (Figura 16).

1
I 1
: PR !
: 4q r —H 1
! :
I 1
I 1
I 2 !
! :
! 1
I 1
|
(- :
! |
! 1
! 1
I 1
1 -3 "
! 1
! |
! 1
! 1
1 _4 |
I 1
1 ' |
1
! -4 -2 8 o 4 :
! :
|
| 1

Figura 16

Os limites de integracé@me b sdo os valores depara os quais (x) = g(x) . Mas,

f(X)=g(X)  2=-x*=-X & 2=-x*+x=0 = x*-x-2=0 « (x+1)(x-2)=0= x=-loux=2.
Logo,a=-1leb=2.
Olhando o esbogo da regido, vemos d@g) = 2- x*e g(x) = -x.

Logo,
A= E[f (x) - g(x)]dx =jl[(2— x?) - (- x)lix = _fl[z— x? + xjdx = [[2-x2 + x]dx]i
:(ZX_X_BJFX_ZZJI :(2.2—2_;+2_22j—(2.(—1)—(_1)3 +(‘1)2]

3 3 2

:(4—§+ﬂj_(_2+}+lj:g_
3 2 3 2) 2
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Analisando o Exemplo 1, podemos organizar a reg8oldo exercicio através dos seguintes passos:

Encontrando a area da regido entre duas curvas ingjgando em relagcéao a x

Para determinar a area da regido limitada por curags através da integral definida em relacao
ax, basta seguir os passos abaixo:

1) Esboce a regiao.

2) Trace uma reta vertical através da regido em urto@bitrariox, ligando a base e o topo da
regiao (Figura 17).

3) Decida qual das fungdes limita a regiao superiotenen

y

qgual delas limita a regido inferiormente.
4) Determine os limites de integrac&@oe b, buscando,
se necessario, os valoresxdgara os quaid (x) = g(x) - « | AN ! '

5) Utilize arelagdio A= T[f () — g(x)|dx.

Figura 17

Em algumas situacdes € interessante determinegaaeatre duas curvas através de uma integral
definida em relacdo a variavel y, como veremos rentplo 4. Neste caso, procedemos com descrito
abaixo.

Encontrando a area da regido entre duas curvas inggando em relacédo a y

m/

Para determinar a area da regiéo limitada por durass através da integral definida em relacé
y, basta seguir os passos abaixo:

1) Esboce a regiao.
2) Trace uma reta horizontal através da regido emantogarbitrarioy, da esquerda para a direita
regiao (Figura 18).
3) Decida qual das funcdes limita a regido pela esiguer y
qgual delas limita a regido pela direita. | (_}m
4) Determine os limites de integrac&e d, buscando, se
necessario, os valores gipara os quais (y) = G(y) .

x=F(y)

5) Utilize a relagéo A:T[F(y)—G(y)]dy_

Figura 18
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Vejamos mais alguns exemplos.

Exemplo 2:
Determine a area da regido compreendida entreraascy = x+6, y=x*, x=0e x=2.

Resolucao:
Para resolver o exemplo, vamos seguir 0s passodtdsesacima.

Para comecar, precisamos fazer o esboco da régi@gido esta representada na Figura 19 abaixo.

|
1
I 18 .
. -6 — I
I 'y — I
! I
! 1
! 1
1 5F 1
! I
: I
! 1
! 1
: = a |
' |
! |
! 1
! 1
I
I -9 r !
| |
! |
! 1
! 1
! I
: =10 L L |
" =108 =5 a Ll i) |
|
1
! I
! I
I

Figura 19

Tragando uma reta vertical através da regido empaumto arbitréricx, ligando a base e o topo da
regido, conforme a Figura 18, vemos que a funt@g que limita a regido superiormente é dada por

f(X)=x+6
e a funcaog(x) que limita a regido inferiormente € dada por
g(x) = x°.
As curvasx=0 e x =2geram os limites de integraca@o=0e b =2.

Logo,
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A= {110 - 900Jox=[(x+6)- (< Jox= [ - o= [ x|

0

2 3 2 2 3 2 3
=[ex+ X=X | =[62+2 -2 |-[20+2L -
2 3)| 2 3 2 3

_34
3
Exemplo 3:
Determine a &rea da regido compreendida entreragscyi= cos@x), y=0, x = ge X :g .

Resolucao:

Para comecar, precisamos fazer o esboco da régi&gido esta representada na Figura 20 abaixo.

5 ‘
.

Figura 20

Tracando uma reta vertical através da regido erpamto arbitrariok, ligando a base e o topo da
regido, vemos que a funcdqx) que limita a regido superiormente é dada por

f(x)=0
e a funcdog(x) que limita a regido inferiormente € dada por
g(Xx) = cos2x) .

n n . : ~ Tl n
As curvasx = Ze X :E geram os limites de integrac@oc= 2 eb= 2

Logo,
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A= J.[f(x) g(x)]dx I[ cost) ]dx——fcost)dx (Icost)dx)]Zz.

Como _[cost)dx ndo é uma integral direta, vamos calcular esegiat indefinida separadamente

Vamos resolver a integrzj(lcosex)dx por Integracao por Substituicao.

Escolhendau = 2x, du=2dx= dx= % e assim,

jcost)dx = %jcos@)du :% seru)+C = % sen2x) +C.

%
Assim, a integral definida- Icost)dx é
7
7 . %
- J'cost)dx:(—J'cost)dx)];2 = lser(2x) } { =se E)}—[—Eser{zzﬂ

- 3t 0 23

Para resolvermos o Exemplo 4, precisamos da seguioservagao:

Observacéo:

Existem regibes em que os contornos inferioresuperiores consistem de duas ou mais curvas
diferentes, quando queremos determinar a areggdeoratraveés de uma integracdo em relacao a variave

Neste caso temos duas maneiras de proceder parenthetr a area dessas regides:
= (Método ) subdividir a regido em sub-regides e determina@rem de cada sub-regi
através de uma integracao na variavel
= (Metodo |)) representar a area da regido como uma integfiaidkeem relacéo a variav
y, e verificar se nesta variavel é possivel determarérea procurada através de uma Unica
integral.

Exemplo 4.

(THOMAS, G. B..Calcula Sao Paulo: Pearson Addison Wesley, vol. 1, 2002373)

Determine a &rea da regido compreendida entreragscy = Jx, y=0, y=x-2.
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Resolucao:

Vamos resolver este exemplo das duas formas desoatobservacao acima.

Método |

Se quisermos determinar a area da regido compdeeentres as curvag = NS y=0, y=x-2

através de uma integral definida em relacdo awelna esta regido possui o contorno inferior formado por
duas curvasy =0, y=x-2.

Para comecar, precisamos fazer o esboco da régi&gido esta representada na Figura 21 abaixo.

_______________________________________________________________

| y e :
: T Area=| (\f?—x+2)dx y=+vx I
| 2 ’2 N\ |
l (2 x, FO) 4,2) l
! Area =J| N x dx i |

0 1
: & N\ :
| S CReo)) y=x-2
A (x, 8(x))
| o) > 0 2 x * :
: / y= I
| (x, g(x)) :

Figura 21 (Extraida do site http://www.a/-bc.com/thomas_br/)

Tragando uma reta vertical através da regido empaumto arbitréricx, ligando a base e o topo da
regido, vemos que a funcddx) , que limita a regido superiormente, € dada por

f(x)=+/x.

Porém, o contorno inferior da regido é formadogw@as curvas,y =0, parax[J[0,2] e y=x-2,
parax[[2,4] . Entdo, vamos dividir a regido em 2 sub-regifesyltaregiao rosa, de aréae a sub-regido
azul, de are8, conforme a Figura 20. Assim, a area procurada a pgad

Area=A+B.

Primeiramente, vamos determinar a &eBm seguida, vamos determinar a &ea
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= Determinando a arex

A funcdo que limita a regido rosa superiormenté(&) =+/x e a funcdo que limita a regido rosa
inferiormente éy = 0.

Os limites de integracdo s@o=0e b=2, pois na regido rosall[0,2] .
Entao,

2

A=i[f(x)‘g(x)]dx =E[(&)-(0)]dx=i adx= [x'2ax | {%] Z@Xyﬂ
=(§2%j (30%j L)

0

= Determinando a ardz

A funcdo que limita a regido azul superiormenté (&) =Jx ea funcdo que limita a regiao azul
inferiormente éy = x - 2.

O limite de integracd@ é a=2, mas para determinarmos o limite de integragdmrecisamos
encontrar o valor depara o qualf (x) = g(x) e x>2. Mas,

f()=9g() = Vx=x-2 = (&)2 =(x-2)* « x=x-4x+4 o x*-5x+4=0
e (x—l)(x—4):O:>x=10ux=4.

Como x>2 , x=4. Logo,a=2e b=4, pois na regido azu[1[24].

Entao,

B= J.[f(x) g(x)]dx j[( ) hx ;f( X = x+2)jx (x x+2)jx] :[);7?—X—22+2x]

[P ALt

10_4 5
3 3
Portanto, Area= A+B——\/_ 130 : 2 —%).
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Método |l

Para comecar, precisamos fazer o eshoc¢o da régir&giao esta representada na Figura 22 abaixo.
Se quisermos determinar a area da regidao compdaeedires as curvag = Jx, y=0, y=x-2

através de uma integral definida em relacdo aweng precisamos determinar as funcdes que definem os
contornos a esquerda e a direita da regido. Payabasta tracar uma reta horizontal em um poiitraio

y, ligando a regido da esquerda para a direitapcor® a Figura 22.

Figura 22

Observando a Figura 22, a reta horizontal vermafisamostra que a funcér = y? limita a regifio a
esquerda e a fung&o=y + 2 limita a regido a direita. Vemos, também, que[0,2]. Logo, os limites de

integracdo sacc=0 ed =2.

Assim,

Area=T[F(y) —G(y)]dy:f[(y+2)—(y2)]dy=f(y+2— v py=[ly+2- yz)]i

0

2 3 2 2 3 2 3
= Ygoy- Y| =[Z02-2 ] [Q 4 00-0
2 3 2 3) (2 3

0

Exemplo 5:
Determine a area da regido compreendida entrereascyi= x> —4x, y=0, x=-2e X=2,

Resolucao:

Vamos resolver este exemplo através de uma intdgfilida com relacao a variavel
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Para comecar, precisamos fazer o esboco da regi&@sdos conceitos estudados nas disciplinas
anteriores. A regido esta representada na Figuab&igo.

Haa B LIV
@

=18
=18 -3 a 3 18

Figura 23

Tracando uma reta vertical através da regido enpamo arbitrariak, ligando a base e o topo da
regido, vemos duas curvas limitando a regido someente e duas curvas limitando a regido inferioisie

= paraxd[-20]a funcdo que limita a regi&o inferiormentg & 0 e superiormente & (x) = x* —4x;
= parax[[0,2]a fungéo que limita a regido inferiormentef &) = x> —4x e superiormente § =0 .
Entdo, a area da regido é dada por

A= j[f (x) — g(x)]dx =j [(x3 - 4x)— (O)hx +J%[(O) - (x3 - 4x) dx

= Jq[x3 - 4xhx —JZ'[X3 - 4x]dx
J. (x —4x)jx] J. ( 4x)jx]

(-2 JL (% Jl
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Na proxima secéo, vamos estudar mais uma aplic@degral definida.

1.3 Comprimento de Arco e a Integral Definida

Nesta secdo vamos estudar o problema de encont@nprimento de uma curva plana. Para isso,
precisamos definir o conceitmmprimento de uma curva plartambém chamado @@mprimento de arco

A idéia é dividir a curva em pequenos segmergpgxima-los por segmentos de retas e tomar a
Soma de Riemann destes segmentos de reta.

Assim, consider& uma curva suave no intervalo r¢alb]. Vamos dividir o intervalo redl,b] em
n subintervalos escolhendo—-1 pontos no intervalog,b]. Por exemplo, escolhemos, X,,...,X,, com
a=X, <X <X, <..<X,_, <X, =b.SejamP,,R,P,,...,P,,P, 0s pontos sobre a curva com coordenadas
iguais a,X,, X, X,,....X,4, X, , respectivamente. Ligamos esses pontos por segs@atreta, formando uma

linha poligonal. Essa linha poligonal gera uma apnacdo para o curvgFigura 24).

Figura 24

ComoPR, = (xk, f(x)= yk), o0 comprimento do k-ésimo segmento de reta é

l, = \/(Xk - Xk—l)2 + (Yk - yk—l)2 :\/Axk2 +Ayk2 .

Somando os segmentos de reta obtemos o comprimi@itdha poligonal, que € dado por

Zn:w/Axkz +Ay, .

k=0

Como o comprimento da linha poligonal é uma apnagido para o comprimento da curva, se
chamarmos o comprimento da curvaldgtemos
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L= yAx2+4y” .

n
k=0

Pelo Teorema do Valor Médio para derivadas, sabejue existex, [ (xk_l, Xy ) tal que

; '(X;) _ f(x)— f(x.) o f(x)—f(X_) =T '(X;)(Xk —Xk_l),

k k-1

Assim,
- im :i\/Asz * (f (Xk) - f (Xk—l))2 :i\/Asz + (f '(X;)(Xk - Xk—l))2
Vax? + (1 00)m%, ) :kiJAxS(h[f wF)

e [ 00)F).

=
o

M- 10

=~
1l

0

Fazendon - o, temos:
n b
L = lim zAxm/E +[f '(x;)]2)=j,/(1+[f ‘0 Jix
n=*k=0 2

Portanto, podemos definir o comprimento de umaaptana.

Definicao 2:

Sey = f(x) éuma curva suave no intervalo r¢alb], entdo o comprimento da curivam|a,b]
€ dado por

L =Ml+[f ‘()] Jax

a

Exemplo 6:

Determine o comprimento da curya= 2\/F -5, paraxJ[01].
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Resolucao:

b
Pela Definigcdo 2, o comprimento da curva € dadoLperJ.\/‘1+[f '(x)]2 )dx. Assim, temos:

1 2 1
f(x)=2x° -5= f'(x) = ZSX}é —0=3x2 =L =J' (1+[3x%] dezj’w/fl+9xidx.
0 0
Para determinarmos a integral indefiniﬁdih 9x)dx, vamos usar Integracdo por Substitui¢do:

U=1+9x= du=9dx=> dx:%du.

Assim,
1 1u’ 2
[+ oxjdx =< [Vudu=="—+C == {1+9%)% +C.
9 9 y 27
2
Portanto,

f 1+9x)dx = [ 1+9xdx]:):2£7(1+9x)%1) (227(1+91)%j (27(1+90)7j

({3 (3] oo

Para finalizar a unidade, resolva a lista de exerdf|.
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Lista de Exercicios VI

1) Determine a area da regiao entre as cugvas/2-x e y =-x, conforme a regido sombreada.

T T : T T
4t sqri{d-xy ———
2 L -
I
I
-8 '
-2 o -
_4 - u
-4 -2 B 2 4
H
: , . 1 .
2) Determine a area da regiao entre as Cuwasx e y = T , conforme a regiao sombreada.
X
L] T T T
1/zqrtind
H
4 4
3 L -
o2t - -
I
|
1} | -
1
ar |
-1 . . . .
-1 a 1 2 3 4 Ll
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3) Determine a area da regido entre as curvas
a) y=x’+ly=x, x=-1lex=2.

b) y=x2, y=+x, x:% ex=1.

C) Y=X y=4X, y=—-x+2.
d) y=e*,y=e", x=0ex=1In(2).
e) y=x>-x*-2xey=0

f) y=senx), y=e*, x=0e x:%,
g) y=cosk), y=sen2x), x=0e x:g,

hy y=x>-x, y=3x.

4) Determine o comprimento da curva plana no interdaldo.

%
a) y= (gj +1,parax[0,2].

2
b) y= X? —@, parax[2,4].
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