UNIDADE 5 - Curvas Conicas

Nessa unidade voltaremos a abordar a Geometria Analitica no plano ao estudar as curvas
cOnicas: parabola, elipse e hipérbole. Faremos esse estudo de forma resumida apresentando a
definicdo, os elementos e a representacdo geométrica de cada curva cbnica, permitindo assim,
avancarmos no estudo das superficies quadricas.

Parabola

E o lugar geométrico dos pontos do plano que sdo equidistantes de uma reta fixa r
(diretriz) e um ponto fixo F (foco).

Matematicamente: d(P,F)=d (P,r).

Definimos eixo de simetria de uma parabola como sendo o eixo (reta) que passa pelo
foco e é perpendicular a diretriz. Na sequéncia do texto estudaremos parabolas cujos eixos de
simetria coincidem ou sdo paralelos a um dos eixos coordenados.



Parabola com vértice no ponto V (0, 0) e eixo de simetria sendo um dos eixos coordenados
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Exemplo: Determine a equac¢do da pardbola cuja diretriz é a reta y = 2 e cujo vértice é
V(0,0).

Resolugao

Vamos representar geometricamente a diretriz e o vértice da parabola.

> Y= 2 (diretriz)

V(0.0) X

A pardbola tem vértice no ponto V(0,0). Observando a figura, percebemos pela
posicdo da diretriz, que a parabola tem concavidade voltada para baixo, caso contrario haveria

interseccdo com a diretriz (o que ndo pode ocorrer). Sendo assim, a equagdo padrdo tem a

2

1 A . o, A
forma y = —Ex , em que a distancia entre o vértice e a diretriz é g (metade da distancia

entre o foco e a diretriz).

Ainda observando a figura, percebe-se que a distancia entre o vértice e a diretriz é
igual a 2. Desta forma temos que

p
E_9
2
p=4
Comoy = — —x2 resulta
2p
1
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y=m2a"
ou
y =—=x2



Parabola com vértice no ponto V(h, k) e

coordenados

eixo de simetria paralelo a um dos eixos
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Concavidade voltada para baixo
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Concavidade voltada para a direita
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Concavidade voltada para a esquerda

(y —k)? = —2p(x — h)




Exemplo: Identificar a equagdo da pardbola com vértice no ponto V (2,3) e foco no
ponto F (6,3).

Resolugao

Para determinar a equacdo, vamos identificar geometricamente o vértice e o foco.

¥
i e L +

iV(2.3) {F(6.3)
O 2 6 X

A parabola tem vértice no ponto V(2,3). Ao observar a figura, percebemos pela
posicdo do foco e do vértice que a pardbola tem concavidade voltada para a direita, ou seja,
sua equagao tem a forma

(y —k)*> =2p(x—h)

Para escrever a equacgdo, precisamos determinar h, k e p. Os valores de h e k sdo,
respectivamente, as coordenadas do vértice, ouseja,h =2 e k = 3.

Para obter o valor de p devemos considerar que a distancia do foco até o vértice é

igual a g. Ainda observando a figura, percebe-se que a distancia entre o foco e o vértice é igual

a 4. Desta forma temos que

Portanto a partir da equagdo padrio (y — k)? = 2p(x — h) resulta:
(y—3)2=28.(x—2)
(y —3)? =16(x — 2).
Podemos escrever x em fungdo de y da seguinte forma:
y2—23.y+32=16.x — 16.2
y?—6y+9=16x — 32
—16x = —y?+ 6y —9—32

—16x = —y? + 6y — 41



Multiplicando ambos os membros por —1
16x = y2 — 6y + 41

1 6 41

= y2___ —_
=167 "167 T 16

_1,.3 .4
*=16” 78”16

Em geral, as equa¢des (y — k)? = +2p(x — h) podem ser escritas na forma:
x=ay’+by+c

chamada forma explicita da equacdo da parabola cujo eixo de simetria é paralelo ao eixo Ox.

Analogamente a equac¢do (x — h)? = +2p(y — k) pode ser escrita na forma:
y=ax?>+bx+c

chamada forma explicita da equacgdo da pardbola cujo eixo de simetria é paralelo ao eixo Oy.

Elipse

E o lugar geométrico dos pontos P do plano cuja soma das distancias até dois pontos fixos F;
e F, (focos) desse plano é constante.

Matematicamente: d(P,F;)+d(P,F,) = 2a.

Na sequéncia do texto estudaremos elipses cujos focos pertencem a um dos eixos
coordenados ou a retas paralelas a um desses eixos.



Equagdo da elipse com centro C(0, 0) e focos pertencendo a um dos eixos coordenados .

Representa¢ao Geométrica Elementos

. - xZ yZ
Equacao padraoﬁ + = 1

Y
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2 2
Equacdo padrao % + % =1

Focos F,(0,—c) e F,(0,c)
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Vértices A1(0,—a) e A,(0,a)
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Observagdes: 1) a? = b? + c?;
2)a=b;
3)A,, A,, F; e F, pertencem a mesma reta.
Exemplo: Determine os focos, os vértices e represente geometricamente a elipse
9x? + 16y? = 144.

Resolugao

Vamos escrever a equacdo 9x2 + 16y? = 144 na forma padrdo em que o 22 membro

é igual a 1, ou seja, vamos dividir ambos os membros por 144.

9x2+16y2 144
144" 144 144




Tendo em vista que 16 > 9, significa que .

a’2=16 = a=4

Como a?® = b? + ¢? temos

c=vV7
Além disso, a equagdo padrdo tem a forma z—z + Z—j =1, de onde resulta que:
Ai1(=a,0) = A,(—4,0)
A,(a,0) = A,(4,0)
Fi(—c,0) = F;,(—V7,0)
F,(c,0) = F,(V7,0)
B,(0,—b) = B;(0,-3)

B,(0,b) = B,(0,3)

Geometricamente:

y y
B,(0.3)
+8,(0.3) =
F.(-V7.0) F,(V7,0) F.(-V7.0) F(VT,0)\
A;(-4,0) C(0.0) A,(40) X A, (-4.0)\ C(0.0) JA4,(4.0) X
B,(0.-3) AFBr(O-ﬂ?)




Equacdo da elipse com centro C(h, k) e focos pertencendo a uma reta paralela a um dos

eixos coordenados

Representa¢ao Geométrica Equacao
y
- C=m? kP
a? bz
é[? X
Focos pertencendo a uma reta paralelaa Ox
y I
fAz
7
[
\
y—k)? (x-h)?
k| a? + bz 1

Focos pertencendo a uma reta paralelaa Oy

Exemplo: Determinar a equacio da elipse com centro C (1,4), e focos pertencendo a
uma reta paralela ao eixo dos x sendo F,(5,4) e vértice B;(1,1).
Resolugao

Vamos representar geometricamente o centro C (1,4), o foco F,(5,4) e o vértice

B, (1,1).

y
c(1.4) F (5.4)
Ll N e b
114 (1,1)
o 4 5 %




A partir da figura é possivel identificar que:

b =3 (distancia entre o centro C (1,4) e o vértice B;(1,1))

¢ =4 (distancia entre o centro C (1,4) e o foco F,(5,4))

Como a? = b? + c? temos

Observando a posigdo do centro C (1,4), do foco F,(5,4) e do vértice B;(1,1)
(y=Kk)?* | (x=h)*
+ =1,emque C(h k) =C(1,4),

concluimos que a equac¢do padrdo tem a forma p 2
ou seja,
x —1)? — 4)?
(-1 =47
52 32
ou
x —1)? — 4)?
(-1 -7
25 9
Hipérbole

E o lugar geométrico dos pontos do plano cuja diferenca das distancias, em valor absoluto, até

dois pontos fixos F; e F, (focos) desse plano é constante.

y.
|7 1 o
= ~ y
Ed / I
[ A
2

|d (P,F;) —d (P,F,)| = 2a
10

Matematicamente:



Na sequéncia do texto estudaremos hipérboles cujos focos pertencem a um dos eixos

coordenados ou a uma reta paralela a um desses eixos.

Equagdo da hipérbole com centro no ponto €(0,0) e focos pertencendo a um dos eixos

coordenados

Representacao Geométrica

Elementos

Y

\ /

2

2
Equagao padrﬁo% - =1

b2

&, / Focos Fi(—c,0) e F,(c,0)
AT %AQ p N Centro C (0,0)
B, \ Vértices Ai(—a,0) e A,(a,0)

Focos sobre o eixo Ox

Extremidades do eixo imaginario

B1(0,—b) e B,(0,b)

2 x2

~ Y
y Equagdo padréo =5 ——- =1
~ F _— Focos F;1(0,—c) e F,(0,¢)
\\,\4#_’///
& Centro ¢ (0,0)
B, C B,
,/—"'Z_.r—«.\
//./ & \\\\ Vértices Al (O; —(l) e AZ (O, a)
Extremidades do eixo imagindrio

Focos sobre o eixo Oy

By(—b,0) e B,(b,0)

Observagdes: 1) c? = a? + b?;
2)c>a;

3)A,, A,, F; e F, pertencem a mesma reta.

Exemplo: Determine os focos, os vértices, as extremidades do eixo imaginario e represente
geometricamente a hipérbole

16x2 — 25y2 = 400.
Resolugao

Vamos escrever a equacdo 16x2 —25y2 =400 na forma padrdo em que o 22
membro é igual a 1, ou seja, vamos dividir ambos os membros por 400.
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Tendo em vista que 25>16, significa que

a?=25 = a=5

b2=16 = b=4

Como c? = a? + b? temos

c?=25+16
c? =41
c =41

Além disso, a equacdo padrdo tem a forma Z—z - z—j = 1 de onde resulta que:
Ai1(=a,0) = A,(=5,0)
A,(a,0) = A,(5,0)
Fy(—c,0) = F;(—V/41,0)
F,(c,0) = F,(V41,0)
B,(0,—b) = B1(0,—4)

B,(0,b) = B,(0,4)
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N /
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Equacdo da hipérbole com centro C(h, k) e focos pertencendo a uma reta paralela a um
dos eixos coordenados

Representa¢gao Geométrica Equacao
y
'8,
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Exemplo: Determinar a equacdo da hipérbole com centro C (2,3), focos pertencendo a
uma reta paralela ao eixo dos y sendo F,(2,3 ++/13) e B;1(0,3).

Resolugao

Vamos representar geometricamente o centro C (2,3), o foco F2(2,3 +V13) eo
ponto B;(0,3).

13




Yy
TRV - + £ (23+V13)
03)
3 .‘%LJ——»; Cc(2.3)
3 X

A partir da figura é possivel identificar que:

b =2 (distancia entre o centro C (2,3) e o ponto B;(0,3))

¢ =+/13 (distancia entre o centro C (2,3) e o foco F, (2,3 + \/13))

Como c? = a? + b? temos
2
(V13)" = a? + 22

13=a?+4

Observando a posigdo do centro C (2,3), do foco F, (2,3 + \/13) e do ponto B;(0,3)
(y-k)?  (x=h)?
=~ = =1,emque C(hk) =C(2,3),

concluimos que a equacdo padrdo tem a forma pr 2
ou seja,
(y—3)?% (x-2)°
3 22t
(y —3)? (96—2)2_1

9 4
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